
Analiza algoritamaispitni rad iz predmeta Sloºenost izra£unavanjaMilan Bankovi¢ 2021/0607. 02. 2008.SaºetakOvaj rad predstavlja kratak pregled nekih metoda analizealgoritama, sa kojima se autor rada upoznao u okviru kursa�Sloºenost izra£unavanja�, na prvoj godini postdiplomskih studija naMatemati£kom Fakultetu u Beogradu.U okviru ovog rada ¢emo najpre kroz primere podrobnije objasnitizna£aj analize prose£nog slu£aja, kao i njen odnos sa analizom najgoregslu£aja. Nakon toga ¢emo uspostaviti vezu analize prose£nog slu£ajasa prebrojavanjem skupova kombinatornih objekata. U nastavku¢emo se upoznati sa rekurentnim rela
ijama, a zatim i sa funk
ijamageneratrisama kao osnovnim alatima koji se primenjuju u analizialgoritama i teoriji prebrojavanja. Da¢emo primere upotrebe funk
ijageneratrisa u re²avanju rekurentnih rela
ija, ali i na£in da se rekurentnerela
ije u analizi algoritama primenom funk
ija generatrisa potpunozaobi�u. U tom svetlu, upozna¢emo simboli£ki metod. Na kraju ¢emose upoznati sa bivarijantnim funk
ijama generatrisama i primenamaovih funk
ija u analizi algoritama.



1 UvodAnaliza algoritama je neophodna, kako u teorijskim razmatranjima,kada poku²avamo da odredimo sloºenost i teºinu nekog problema, tako iu prakti£nim primenama, kada ºelimo da ²to pre
iznije pro
enimo o£ekivanovreme izvr²avanja nekog programa. Osim vremena, postoje i drugi resursikoji mogu biti od zna£aja (utro²ena memorija, na primer). Osnovni
ilj analize algoritama je utvr�ivanje koli£ine odre�enog resursa koja jepotrebna za izvr²avanje algoritma, na osnovu £ega se moºe pro
enitiupotrebljivost algoritma za odre�enu svrhu. Tako�e, analiza sloºenostialgoritma omogu¢ava upore�ivanje jednog algoritma sa drugim poznatimalgoritmima iste namene. Najzad, analizom nam algoritmi postaju jasniji, anjihovi eventualni nedosta
i uo£ljiviji, ²to dovodi do e�kasnijih i elegantnijihre²enja.Resursi potrebni za izvr²avanje nekog algoritma obi£no zavise od veli£ineulaza, pa se zato i sloºenost algoritma predstavlja kao funk
ija te veli£ine.Me�utim, vrlo £esto potrebni resursi zavise i od toga koja se konkretnaistan
a ulaza odre�ene veli£ine razmatra. Neke instan
e mogu biti povoljnijeza algoritam, dok neke mogu da zahtevaju vi²e resursa1. U tom slu£ajuodgovor na pitanje: �Koliko je vremena potrebno za izvr²enje algoritma,ako je ulaz veli£ine n?� nije jednozna£an, pa se moramo opredeliti za nekikonkretan slu£aj ulaza, ili nekako druga£ije de�nisati veli£inu koja nam jeod interesa u analizi. Ovde postoji vi²e razli£itih pristupa, u zavisnostiod 
iljeva koje ºelimo da postignemo. Jedan pristup, £esto kori²¢en uteorijskim razmatranjima, je da se razmatra najgori mogu¢i slu£aj, kao ipona²anje algoritma za velike ulaze (tzv. asimptotska analiza). Ovaj pristupnam omogu¢ava da pro
enimo upotrebljivost algoritma i da klasi�kujemoalgoritme po svojoj sloºenosti. Tako�e, na ovaj na£in se moºe analiziratii sloºenost samog problema, kroz utvr�ivanje donjih grani
a sloºenostialgoritama koji re²avaju dati problem. S druge strane, ovakva analiza naj-£e²¢e nije dovoljna u praksi, zato ²to se njom prikrivaju detalji, pre svegazbog zanemarivanja konstantnih faktora, koji u asimptotskoj analizi nemajuzna£aj. Naime, u praksi nam je bitnije prose£no vreme izvr²avanja, ane izvr²avanje u najgorem slu£aju � zato nam je povoljnije da utvrdimoo£ekivano vreme, kao i standardno odstupanje. U slede¢im odelj
ima dajemoprimere analiza najgoreg i prose£nog slu£aja, kao i njihov odnos.1U daljem tekstu ¢emo bez ograni£enja op²tosti podrazumevati da je resurs koji serazmatra vreme izvr²avanja.
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1.1 Analiza najgoreg slu£ajaAnaliza najgoreg slu£aja nam pruºa garan
iju da ¢e se algoritam izvr²itiu datom vremenu bez obzira na konkretnu istan
u ulaza za koju se algoritamizvr²ava. Neka je f(n) vreme dovoljno za izvr²avanje algoritma u najgoremslu£aju me�u svim dopustivim ulazima veli£ine n. Tada kaºemo da algoritamima sloºenost f(n). Zbog toga se analiza najgoreg slu£aja £esto naziva ianaliza sloºenosti datog algoritma. Prilikom utvr�ivanja sloºenosti algoritmane insistiramo na detaljima, ve¢ nas pre svega zanima �red veli£ine� sloºenosti.Ovo olak²ava upore�ivanje algoritama i pro
enu upotrebljivosti algoritma.De�ni
ija 1.1. Ako je data funk
ija f(n), tada:
• O(f(n)) ozna£ava skup svih funk
ija g(n) takvih da je |g(n)/f(n)|ograni£eno odozgo kada n → ∞;
• Ω(f(n)) ozna£ava skup svih funk
ija g(n) takvih da je |g(n)/f(n)|ograni£eno odozdo strogo pozitivnim brojem, kada n → ∞;
• Θ(f(n)) ozna£ava skup svih funk
ija g(n) takvih da je |g(n)/f(n)|ograni£eno i odozdo i odozgo kada n → ∞.Oznaka O(f(n)) ozna£ava da je neka funk
ija asimptotski ograni£enaodozgo funk
ijom f(n), uz zanemarivanje konstantnih faktora. Drugimre£ima, funk
ija je �reda veli£ine� najvi²e f(n). Na primer, funk
ija n2+3n+1pripada klasi O(n2), ali i funk
ija 6n − 1 tako�e pripada toj klasi. Ovakvanota
ija se obi£no koristi u analizi sloºenosti konkretnog algoritma, zautvr�ivanje asimptotskog gornjeg ograni£enja vremena izvr²avanja algoritmaza ulaze veli£ine n.Oznaka Ω(f(n)) ozna£ava asimptotsko ograni£enje odozdo funk
ijom

f(n), odnosno govori da je data funk
ija �reda veli£ine� najmanje f(n). Naprimer, klasi Ω(n2) pripada funk
ija n2 − 5n, ali i funk
ija n3 + 2. Ovanota
ija se naj£e²¢e koristi za opisivanje donjeg ograni£enja sloºenosti svihalgoritama koji re²avaju odre�eni problem, £ime se su²tinski odozdo o
enjujesloºenost samog problema. Tada se kao osnovni 
ilj name¢e pronalaºenjekonkretnog algoritma koji re²ava dati problem, a £ija se sloºenost poklapa saprethodno utvr�enom donjom grani
om. Tada kaºemo da sam problem imadatu sloºenost.Oznaka Θ(f(n)) ozna£ava da je data funk
ija �reda veli£ine� ta£no f(n).Na primer, funk
ija n(n + 1)/2 pripada klasi Θ(n2), a funk
ija 2n − 1pripada klasi Θ(n). Ovakva nota
ija se obi£no koristi za opisivanje klasesloºenosti samog problema � kada se poklopi donje ograni£enje sloºenosti svihpoten
ijalnih algoritama koji re²avaju dati problem sa gornjim ograni£enjem3



sloºenosti nekog konkretnog algoritma koji taj problem re²ava, posao analizetog problema sa teorijskog aspekta je zavr²en.1.1.1 Primer analize najgoreg slu£aja � sortiranje nizaPrimer problema na kome moºemo demonstrirati zna£aj analize sloºenostinajgoreg slu£aja je problem sortiranja niza.Problem. Za dati niz razli£itih 
elih brojeva duºine n, permutovati elemente,tako da novodobijeni niz bude u rastu¢em (opadaju¢em) poretku.Postoji vi²e razli£itih pristupa ovom problemu, ali ¢emo se mi ovdezadrºati na metodama sortiranja koje su zasnovane na upore�ivanjuelemenata. Ideja je da se na osnovu de�nisane rela
ije poretka utvr�uje odnosizme�u pojedinih elemenata niza, na osnovu £ega se elementi po potrebipermutuju.Jedan algoritam ovog tipa je tzv. Sortiranje Objedinjavanjem (eng. MergeSort). Ovaj algoritam je tipi£an primer tehnike �zavadi pa vladaj� (eng.divide-and-
onquer) � rekurzivno se sortiraju leva i desna polovina niza,nakon £ega se sortirani nizovi objedinjuju u jedan sortirani niz.Teorema 1.1 (Sortiranje objedinjavanjem). Za sortiranje niza od nelemenata metodom Sortiranja objedinjavanjem, dovoljno je n lg n + O(n)upore�ivanja.Gornji algoritam je dakle sloºenosti O(n log n). Primetimo da nenavodimo osnovu logaritma, zato ²to se logaritmi sa razli£itim osnovamarazlikuju za konstantan faktor, ²to ne uti£e na asimptotsku sloºenost.Tako�e, podrazumeva se da se radi o najgorem slu£aju, mada u slu£ajusortiranja objedinjavanjem potrebno vreme zavisi samo od veli£ine ulaza, ane i od konkretne istan
e ulaza date veli£ine. Ovo nije slu£aj sa ve¢inomdrugih algoritama.Iz teoreme 1.1 ne sledi da ne postoje algoritmi za sortiranje kojisu zasnovani na upore�ivanju i koji su manje sloºenosti od sortiranjaobjedinjavanjem. Dakle, mi za sada imamo samo gornju grani
u za konkretanalgoritam, ali ne i donju grani
u za £itav skup algoritama sortiranjazasnovanih na upore�ivanju. Saznanje o donjoj grani
i daje nam slede¢ateorema.Teorema 1.2 (Sloºenost sortiranja). Svako sortiranje zasnovano naupore�ivanju elemenata mora koristiti najmanje ⌈lg n!⌉ > n lg n − n/(ln 2)upore�ivanja za bar neku instan
u ulaza veli£ine n.4



Na osnovu teoreme 1.2 zaklju£ujemo da je sortiranje objedinjavanjemoptimalan algoritam za sortiranje zasnovan na upore�ivanju, u smislu da nepostoji algoritam za sortiranje koji je asimptotski brºi od njega. Moºemoda zaklju£imo da je sortiranje problem sloºenosti Θ(n log n). Ovim jeprou£avanje sloºenosti sortiranja zasnovanog na upore�ivanju sa teorijskogaspekta zavr²eno � prona²li smo algoritam koji se po sloºenosti poklapa sadokazanom donjom grani
om.Me�utim, i dalje postoje pitanja na koja nismo dobili odgovor. Da lipostoje i drugi algoritmi za sortiranje asimptotske sloºenosti O(n logn) ?Ako postoje, koji je me�u njima u praksi najbrºi ? Da li postoji algoritamkoji nije optimalan, ali se u praksi ipak bolje pona²a u prose£nom slu£aju ?Za odgovore na sva ova pitanja potrebna nam je pre
iznija analiza.1.2 Analiza prose£nog slu£ajaAnaliza prose£nog slu£aja nam u praksi daje bolju predstavu o tomekoliko ¢e vremena biti potrebno konkretnom ra£unaru za izvr²avanje nekogalgoritma. Analiza najgoreg slu£aja je previ²e pesimisti£na i, mada dajegaran
ije da ¢e se algoritam zavr²iti u odre�enom broju koraka bez obzira naulaznu istan
u date veli£ine, ipak prestrogo o
enjuje algoritam, i ponekad ganepotrebno diskvali�kuje. Postoje algoritmi koji nisu optimalne sloºenosti,ali se u proseku izvr²avaju znatno brºe nego ²to bi se na osnovu njihovesloºenosti zaklju£ilo, a ponekad brºe i od pojedinih algoritama optimalnih zadati problem. O tome govori primer u nastavku.1.2.1 Primer analize prose£nog slu£aja � sortiranje nizaU ovom odeljku dajemo primer analize prose£nog slu£aja algoritma Brzogsortiranja (eng. Qui
kSort). Ovaj algoritam se zasniva na tehni
i �zavadi pavladaj�, pri £emu se podela niza na dva dela vr²i na osnovu jednog odabranogelementa, takozvanog pivota: svi elementi koji su manji od pivota preme²tajuse levo od pivota, dok se elementi ve¢i od pivota preme²taju desno od pivota.Nakon toga se pivot nalazi na pravom mestu, a delovi niza levo i desno odpivota se rekurzivno sortiraju.Problem ovakvog pristupa je to ²to delovi niza nakon podele ne morajubiti jednake veli£ine. Kako ¢e niz biti parti
ionisan zavisi od same ulazneistan
e, tj. od permuta
ije elemenata niza.2 Moºe se utvrditi da najgorislu£aj nastupa kada je pivot najmanji ili najve¢i element niza � tada se jedan2Po ovome se Qui
kSort razlikuje od MergeSort-a, kod koga potrebno vreme zavisijedino od veli£ine ulaza. 5



deo niza degeneri²e u prazan niz, dok je drugi deo samo za jedan manji odpo£etnog niza. U tom slu£aju imamo slede¢u rekurentnu rela
iju:
Tn = n + 1 + Tn−1uz T0 = 0, gde je Ti broj koraka dovoljan za izvr²avanje algoritma u najgoremslu£aju za ulaze veli£ine i. Re²avanjem ove jedna£ine dobijamo:

Tn =
∑

1≤k≤n

(k + 1) =
(n + 1)(n + 2)

2
− 1 = O(n2)²to zna£i da ovaj algoritam nije optimalan algoritam sortiranja. Ovakvaanaliza bi diskvali�kovala algoritam brzog sortiranja kao nee�kasan.Me�utim, ispostavlja se da se ovaj algoritam u praksi pona²a bolje od svihdrugih algoritama sortiranja zasnovanih na upore�ivanju. To nas navodina ideju da se moºda ulazne istan
e koje dovode do kvadratnog vremenane pojavljuju toliko £esto i da se zbog toga u proseku ovaj algoritam ipakpona²a kao da je optimalan. Analiza prose£nog slu£aja nam zaista daje takavodgovor.Teorema 1.3 (Brzo sortiranje). Za sortiranje niza duºine n £iji su elementirazli£iti i slu£ajno raspore�eni, algoritmu Brzog sortiranja potrebno je uproseku

Cn = 2(n + 1)(Hn+1 − 1) ≈ 2n lnn − 0.846nupore�ivanja, gde je Hn =
∑

1≤k≤n
1
k
.Dakle, u proseku je za Qui
kSort potrebno O(n log n) upore�ivanja.Napomenimo samo da se gornji rezultat odnosi na implementa
iju algoritmau kojoj se za pivot uvek uzima krajnji desni element. Postoje i drugevarija
ije, koje mogu dovesti do ne²to druga£ijih rezultata3. Rezultat izgornje teoreme sledi iz rela
ije:

Cn = n + 1 +
1

n

∑

1≤j≤n

(Cj−1 + Cn−j), za n > 0uz C0 = 0. Ova rela
ija vaºi pod pretpostavkom da su sve permuta
ijeelemenata niza razli£ite i jednako verovatne (otuda faktor 1/n ispred sume, toje verovatno¢a da je krajnji desni element j-ti po veli£ini, za svako j). Sabirak
n + 1 je broj upore�ivanja u prvom stadijumu parti
ionisanja (srazmeran je3Na primer, izabrati tri elementa i srednji po veli£ini uzeti za pivot, £ime se izbegavanajgori slu£aj. 6



duºini niza). Druga£iji model ulaza doveo bi do druga£ije rekurentne rela
ije.Re²avanjem gornje rela
ije dobija se rezultat iz teoreme.Ono ²to nam pokazuje teorema 1.3 je da algoritam brzog sortiranja uprose£nom slu£aju daje rezultate koji su asimptotski jednaki optimalnim.Ispostavlja se u praksi da implementa
ije brzog sortiranja daju najboljerezultate me�u svim algoritmima sortiranja koji su zasnovani naupore�ivanju. Dakle, bila bi velika gre²ka da smo na osnovu analize najgoregslu£aja odba
ili ovaj algoritam kao nee�kasan.Sada nam je jasno koliko je analiza prose£nog slu£aja zna£ajna u praksi.Ono ²to je ostalo nejasno u gornjem primeru je kako do¢i do odgovaraju¢erekurentne rela
ije i kako je re²iti. Da li postoji neki sistematski pristupanalizi prose£nog slu£aja? Kojim se matemati£kim aparatom moºemo sluºitiu analizi prose£nog slu£aja kako bismo je u£inili jednostavnijom? Odgovorena ova pitanja da¢emo u slede¢im odelj
ima.1.3 Analiza prose£nog slu£aja � postavka zadatkaAnaliza prose£nog slu£aja je matemati£ki gledano znatno sloºenija, presvega zato ²to se prou£avaju svi mogu¢i ulazi date veli£ine, a ne samo ulazneistan
e za koje se dobijaju najgori rezultati. Zbog toga je potrebno analiziratiu£estalost odre�enih ulaznih istan
i i na osnovu toga utvr�ivati o£ekivanovreme izvr²avanja algoritma.Ulazne instan
e algoritma po pravilu moºemo razmatrati kaokombinatorne objekte odre�enog tipa (permuta
ije, stringovi, stabla, grafoviitd.). Na primer, ulaz algoritma sortiranja je niz duºine n, koji se moºerazmatrati kao permuta
ija duºine n (pod pretpostavkom da su svi elementirazli£iti me�u sobom). Skup dopustivih instan
i P ¢emo, dakle, za potrebeanalize algoritama razmatrati kao skup kombinatornih objekata.De�ni
ija 1.2. Neka je dat skup kombinatornih objekata P i neka je p ∈ P .Tada uvodimo slede¢e oznake:
• |p| � veli£ina objekta p (|p| ≥ 0);
• c(p) � 
ena objekta p (c(p) ≥ 0);
• pn,k � broj objekata p ∈ P , takvih da je |p| = n i c(p) = k;
• pn =

∑

k≥0 pn,k � broj objekata p ∈ P , veli£ine n;
• qk =

∑

n≥0 pn,k � broj objekata p ∈ P , 
ene k;
• σn =

∑

k≥0 kpn,k � kumulativna 
ena svih objekata veli£ine n;7



• cn = σn

pn
=
∑

k≥0 k
pn,k

pn
� prose£na 
ena objekata date veli£ine n.Intuitivno, u kontekstu analize algoritama, pod 
enom objektapodrazumevamo potrebno vreme da se algoritam izvr²i, ako se na ulazu nalaziupravo taj objekat, tj. ta ulazna instan
a. Otuda je jasno da je prose£na 
ena

cn, ta£nije niz (cn)n≥0 rezultat do koga ºelimo da do�emo prilikom analizeprose£nog slu£aja. Tako�e je jasno da se odre�ivanje ove vrednosti svodina nalaºenje veli£ina pn,k (ili σn i pn), odakle sledi da se analiza prose£nogslu£aja svodi na prebrojavanje elemenata skupova kombinatornih objekata.De�ni
ija 1.2 nigde i ne spominje algoritam kao pojam; ovom de�ni
ijomse uvode osnovni pojmovi koji su nam potrebni u teoriji prebrojavanjakombinatornih objekata. Analiza prose£nog slu£aja je zapravo samo jednaprimena ove teorije u kojoj se elementi skupa P tuma£e kao ulazne instan
enekog algoritma.1.3.1 Analiza prose£nog slu£aja sa stanovi²ta teorije verovatno¢eIz de�ni
ije 1.2 jasno je da se prose£na 
ena cn moºe tuma£iti kaomatemati£ko o£ekivanje slu£ajne veli£ine c, pod pretpostavkom da je |p| =
n. Ulazne instan
e se u tom smislu razmatraju kao ishodi slu£ajnogeksperimenta. Pri tom je vaºno da sve ulazne instan
e budu jednakoverovatne. Ako ovo nije slu£aj, mora se razmotriti druga£iji verovatnosnimodel ulaza.Objasnimo ovo podrobnije na primeru algoritma sortiranja niza. Ulazovog algoritma je niz koji se sortira. Pretpostavimo da su elementi nizarazli£iti me�u sobom4, kao i da su sve permuta
ije elemenata jednakoverovatne. U ovom slu£aju se ulazne instan
e veli£ine n mogu razmatrati kaopermuta
ije duºine n, a skup P kao skup svih permuta
ija kona£nih duºina.Me�utim, moºe se pretpostaviti i druga£iji model: svaki element ulaznogniza je element nekog kona£nog skupa elemenata E, pri £emu se svako e ∈ Ena svakoj od pozi
ija u nizu pojavljuje sa verovatno¢om 1/ |E|, gde je |E|broj elemenata skupa E. U ovom slu£aju se ulaz algoritma sortiranja moºesmatrati stringom nad azbukom E, pa je u tom slu£aju P = E∗ � skup svihre£i nad azbukom E. Naravno, uslov jednake verovatnosti svakog od ulazadate veli£ine n i u ovom slu£aju vaºi � ako znamo da je string duºine n, tadase svaki od takvih stringova javlja sa verovatno¢om 1/ |E|n.4bez ograni£enja op²tosti moºemo pretpostaviti da su elementi niza upravo brojevi
1, 2, 3, . . . , n.
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1.3.2 Matemati£ki aparat u analizi prose£nog slu£aja i teorijiprebrojavanjaBez obzira na to da li problem analize prose£nog slu£aja svodimo naproblem prebrojavanja ili koristimo neki drugi pristup, svakako dolazimo doveli£ine cn, odnosno niza (cn)n≥0 koji treba odrediti. Uslovi koje niz mora dazadovoljava, tj. uslovi koji ga odre�uju, a koji su rezultat analize mogu sepredstaviti na vi²e na£ina. Jedan na£in je da niz predstavimo rekurentnomrela
ijom. Ovaj postupak nije uvek tako jednostavan. Re²iti dobijenurekurentnu rela
iju je obi£no jo² teºi posao. O rekurentnim rela
ijamadetaljnije govorimo u poglavlju 2. Drugi na£in je da se niz brojeva odinteresa predstavi funk
ijom generatrisom, a da se uslovi dobijeni analizomizraze u vidu funk
ionalne jedna£ine po nepoznatoj funk
iji generatrisi.Ova dva pristupa su su²tinski ekvivalentna, ali se ispostavlja da je drugina£in znatno saºetiji i da se njime dobar deo tehni£kog posla izvo�enja itransforma
ija rekurentnih rela
ija preska£e. Postoji i kombinovani pristup �najpre postavimo rekurentnu rela
iju, a zatim je odgovaraju¢im postupkomsvedemo na funk
ionalnu jedna£inu po funk
iji generatrisi. U poglavlju 3govorimo detaljnije o funk
ijama generatrisama.2 Rekurentne rela
ijeVe¢ina algoritama se mogu predstaviti kao iterativne ili rekurzivnepro
edure, pa se samim tim mogu posmatrati kao kompozi
ije pro
eduraistog tipa koje re²avaju probleme manjih dimenzija. Zato se i potrebno vremeza izvr²avanje algoritma za ulaz ve¢e dimenzije naj£e²¢e moºe izraziti prekopotrebnog vremena za ulaze manjih dimenzija. Ovakav pristup nas direktnovodi ka rekurentnim rela
ijama5. Rekurentne rela
ije se mogu primenjivatikako u analizi prose£nog, tako i u analizi najgoreg slu£aja, kao i u mnogimdrugim problemima, nevezanim za algoritme (kombinatorni problemi, teorijaprebrojavanja). Zbog toga je od su²tinskog zna£aja poznavanje rekurentnihrela
ija koje se £esto javljaju, kao i metoda za njihovo re²avanje.De�ni
ija 2.1. Neka je dat niz an, n = 0, 1, 2, . . . , i neka za njegove elementevaºi:
an = f(an−1, an−2, . . . , a0, n)5Rekurentne rela
ije se £esto nazivaju i diferen
ne jedna£ine, jer se mogu predstaviti uobliku tzv. kona£nih razlika ∇fn ≡ fn−fn−1. One se mogu smatrati diskretnom verzijomdiferen
ijalnih jedna£ina. Neke metode za re²avanje diferen
ijalnih jedna£ina se moguprimenjivati i na rekurentne rela
ije. 9



Tada kaºemo da niz an zadovoljava rekurentnu rela
iju datu gornjomjedna£inom. Spe
ijalno, ako se an izraºava kao funk
ija samo k prethodnihelemenata niza, tj. kao:
an = f(an−1, an−2, . . . , an−k, n)tada za rekurentnu rela
iju kaºemo da je reda k (k ≥ 1).Jasno je, naravno, da vi²e razli£itih nizova mogu zadovoljavati isturekurentnu rela
iju. Me�utim, lako se moºe pokazati da ako dva niza an i bnzadovoljavaju istu rekurentnu rela
iju reda k, i ako vaºi ai = bi, 0 ≤ i < k,tada vaºi an = bn za svako n ≥ 0. Drugim re£ima, ako nam je poznatoprvih k elemenata niza, tada je i ostatak niza jedinstveno odre�en. U tomslu£aju, elemente a0, a1, . . . , ak−1 nazivamo po£etnim uslovima rekurentnerela
ije reda k.Re²avanje rekurentne rela
ije moºe biti komplikovan zadatak. Zapretpostaviti je da se jedna£ine niºeg reda re²avaju jednostavnije, mada ni tone mora biti slu£aj. Teºina re²avanja rekurentne rela
ije ipak najvi²e zavisiod same funk
ije f kojom je de�nisana zavisnost od prethodnih £lanova nizau gornjoj de�ni
iji. U nastavku ¢emo upoznati neke £esto kori²¢ene tipoverekurentnih rela
ija, kao i neke tipi£ne metode za njihovo re²avanje.2.1 Rekurentne rela
ije prvog redaKod rekurentnih rela
ija prvog reda, £lan niza an se de�ni²e kao funk
ijaprethodnog £lana niza an−1, tj:

an = f(an−1, n), n > 0Da bi re²enje ove rela
ije bilo jedinstveno, dovoljno je da znamo samo po£etnielement niza, a0. Ovakve rela
ije, bez obzira na jednostavnost njihovede�ni
ije, ponekad nije lako re²iti. Mi ¢emo se ovde ipak zadrºati na jednomspe
ijalnom tipu rekurentnih rela
ija prvog reda za koje postoji jednozna£anpostupak re²avanja. U pitanju su linearne rekurentne rela
ije prvog reda,odnosno rela
ije oblika:
an = xnan−1 + yn, za n > 0, pri £emu je a0 = 0 (1)Teorema 2.1 (Linearna rekurentna rela
ija prvog reda). Rekurentna rela
ija(1) ima re²enje dato izrazom:

an = yn +
∑

1≤j<n

yjxj+1xj+2 . . . xn10



Spe
ijalni slu£aj ovakve rela
ije dobija se za xn = 1, za svako n > 0:
an − an−1 = yn, za n > 0, pri £emu je a0 = 0,a re²enje ovakve jedna£ine je na osnovu teoreme 2.1:

an =
∑

1≤j≤n

yjDakle, re²avanje ovakvih jedna£ina svodi se na izra£unavanje kona£nih suma.2.2 Rekurentne rela
ije vi²eg redaU slu£aju rekurentnih rela
ija vi²eg reda situa
ija se komplikuje zbogzavisnosti an od ve¢eg broja prethodnih elemenata niza. �ak ni u slu£ajulinearnih rekurentnih rela
ija vi²eg reda, tj rela
ija oblika:
an = xn1an−1 + xn2an−2 + . . . xnkan−k + yn, za n ≥ k (2)ne postoji jednozna£an postupak kojim se odre�uje ta£no re²enje proizvoljnejedna£ine ovog oblika. Ovakve jedna£ine se £esto mogu re²avati uz pomo¢funk
ija generatrisa ili nekom aproksimativnommetodom, ali postupak zavisiod izraza xnj koji predstavljaju koe�
iente linearne kombina
ije na desnojstrani rela
ije i koji zavise od n. Problem postaje znatno jednostavniji akopretpostavimo da su koe�
ienti xnj konstantni, tj. da ne zavise od n, kao ida ne postoji koe�
ient yn. U ovom slu£aju, rela
ija (2) se svodi na:

an = x1an−1 + x2an−2 + . . . xkan−k, za n ≥ k (3)i naziva se homogena linearna rekurentna rela
ija reda k sa konstantnimkoe�
ientima. Re²enje ovakve rekurentne rela
ije dato je slede¢om teoremom.Teorema 2.2 (Linearna rekurentna rela
ija sa konstantnim koe�
ientima).Sva re²enja rekurentne rela
ije (3) mogu se predstaviti kao linearnekombina
ije izraza oblika njβn gde je β koren karakteristi£nog polinoma:
q(z) ≡ zk − x1z

k−1 − x2z
k−2 − . . . − xki gde za j vaºi 0 ≤ j < s, pri £emu je s vi²estrukost korena β. Ta£no re²enjeza zadate po£etne uslove a0, a1, . . . , ak−1 izra£unava se re²avanjem sistemalinearnih jedna£ina koji se dobija zamenom po£etnih uslova u dobijenojlinearnoj kombina
iji.Po£etni uslovi jedinstveno odre�uju re²enje rekurentne rela
ije. Pritom,ovo re²enje moºe zna£ajno da promeni oblik u zavisnosti od po£etnih uslova.11



Primer 2.1. Neka je data jedna£ina:
an = 2an−1 − an−2, n ≥ 2Op²te re²enje ove jedna£ine na osnovu teoreme 2.2 dato je izrazom:

an = c01
n + c1n1ngde su c0 i c1 nepoznati koe�
ienti. Ako pretpostavimo da vaºe po£etni uslovi

a0 = 1 i a1 = 2 dobijamo slede¢i sistem lineranih jedna£ina:
a0 = 1 = c0

a1 = 2 = c0 + c1²to daje re²enje c0 = c1 = 1 i samim tim vaºi an = n + 1. S druge strane,za po£etne uslove a0 = a1 = 1 re²enje bi bilo an = 1, za sve n ≥ 0, ²to jekonstanta, za razliku od linearnog rasta u prethodnom slu£aju.2.3 Rela
ije zasnovane na dekompozi
ijiAlgoritmi zasnovani na dekompozi
iji (takozvana tehnika �zavadi pavladaj�) su veoma £esti, a rekurentne rela
ije koje se prilikom njihove analizedobijaju prili£no su sli£ne, pa se primenjuju i sli£ne tehnike za njihovore²avanje. U ovom odeljku bavimo se pre svega binarnom dekompozi
ijom,tj. slu£ajem kada se problem deli na dva dela koji se zatim zasebno re²avaju,nakon £ega se dobijena re²enja objedinjuju u jedinstveno re²enje 
elogproblema.Naj£e²¢a varijanta binarne dekompozi
ije je podela problema na dvapotproblema jednake veli£ine. Pote²ko¢a prilikom ovakvih dekompozi
ijasastoji se u tome ²to nije mogu¢e za svako n podeliti problem na dva potpunojednaka dela. Doslednu podelu na delove identi£ne veli£ine mogu¢e je upotpunosti ostvariti jedino ako je polazna veli£ina problema n oblika 2k. Zadruga£ije vrednosti veli£ine ulaza mora se na izvesnom nivou odustati odidealne podele. Ovaj problem se re�ektuje i na rekurentne rela
ije koje sezato dodatno komplikuju. Za slu£aj n = 2k rela
ija se naj£e²¢e drasti£nopojednostavljuje i lako se dolazi do ta£nog re²enja. U ostalim slu£ajevimamogu¢e je utvrditi asimptotsko pona²anje koje se naj£e²¢e poklapa sadobijenim re²enjem za n = 2k. Me�utim, nalaºenje ta£nog re²enja u ovimsitua
ijama je znatno teºe. Demonstrirajmo ovo na jednom primeru.Primer 2.2. Rekurentna rela
ija kojom se de�ni²e broj potrebnihupore�ivanja prilikom sortiranja objedinjavanjem je
Cn = C⌊n/2⌋ + C⌈n/2⌉ + n, za n ≥ 2 (4)12



pri £emu je C1 = 0. Za n = 2k, smenom promenljive Tk = 1
2k C2k , dobijamorela
iju:

Tk = Tk−1 + 1, za k > 0pri £emu je T0 = C1 = 0. Re²enje ove rela
ije je Tk = k. Vra¢anjem napromenljivu n, dobijamo re²enje polazne rele
ije: C2k = 2kTk = 2kk, odnosno
Cn = n lg n. Ovo je ta£no re²enje, ali vaºi samo za n = 2k. Me�utim, dali moºemo ne²to re¢i o vrednosti Cn za proizvoljno n? Induk
ijom se moºepokazati da je niz Cn rastu¢i. Otuda je C2⌊lg n⌋ ≤ Cn < C2⌈lg n⌉ , odnosno
2⌊lg n⌋⌊lg n⌋ ≤ Cn < 2⌈lg n⌉⌈lg n⌉, na osnovu £ega moºemo zaklju£iti da je
Cn = O(n log n). Pre
iznijom analizom bismo mogli da dobijemo jo² boljirezultat Cn = n lg n + O(n) (kako je i navedeno u teoremi 1.1, strana 4).Za odre�ivanje ta£nog re²enja rela
ije (4) potrebno je primeniti sloºenijetehnike, zasnovane na uspostavljanju veze sa binarnim brojevima, koje ovdene¢emo izlagati. Ispostavlja se da je ta£no re²enje dato izrazom:

Cn = n⌊lg n⌋ + 2n − 2⌊lg n⌋+1Prilikom nalaºenja ta£nog re²enja, svi detalji koje jedna£ina sadrºi morajubiti uzeti u obzir. Mala promena rela
ije ¢e moºda dati jednostavniji izraz,ali se dobijeno re²enje moºe znatno razlikovati od ta£nog re²enja polaznejedna£ine. Razlog je to ²to se prilikom dekompozi
ije problem svodi naveliki broj podproblema malih dimenzija i svaka nepre
iznost na tom nivou semnogostruko manifestuje za velike vrednosti n. Na primer, da smo u rela
iji(4), zamenili C⌊n/2⌋ sa C⌈n/2⌉ (²to je naizgled mala promena), dobili bismorela
iju oblika Cn = 2C⌈n/2⌉ + n, koja je jednostavnijeg oblika, ali £ije ta£nore²enje drasti£no odstupa od re²enja polazne rela
ije, iako se asimptotskipona²a isto.Na kraju, navedimo jo² jednu teoremu, kojom se opisuje asimptotskopona²anje re²enja rekurentne rela
ije koja je zasnovana na dekompozi
iji,ovoga puta ne obavezno binarnoj. Teorema je data znatno op²tije i moºese odnositi na proizvoljnu funk
iju a(x) : R
+ → R koja je de�nisanarekurentno.Teorema 2.3 (Funk
ije zasnovane na dekompozi
iji). Ako funk
ija a(x)zadovoljava rela
iju:

a(x) = αa(x/β) + x, za x > 1, i a(x) = 0 za x ≤ 1

13



gde su α > 1 i β > 1 proizvoljni relani brojevi, tada vaºi 6:
a(x) ∼







β
β−α

x, α < β

x logβ x, α = β
α

α−β

(
β
α

){logβ α}
xlogβ α, α > βMnoge rekurentne rela
ije ipak nije tako jednostavno re²iti. Tako�e,ponekad je te²ko i uo£iti rekurentnu vezu koja opisuje veli£inu od interesakoja se odnosi na dati algoritam. U nastavku upoznajemo pojam funk
ijageneratrisa kojima se oba ova problema mogu znatno e�kasnije re²avati.3 Funk
ije generatriseFunk
ije generatrise su veoma koristan alat u re²avanju razli£itihproblema u diskretnoj matemati
i, kombinatori
i, pa samim tim i u analizialgoritama. Prva primena funk
ija generatrisa koju ilustrujemo u ovompoglavlju je primena u re²avanju rekurentnih rela
ija, svo�enjem istih nanjima ekvivalentne funk
ionalne jedna£ine. Druga primena koju tako�epredstavljamo u ovom poglavlju je primena u teoriji prebrojavanja, a samimtim, indirektno, i u analizi algoritama. Pojam funk
ije generatrise dat jeslede¢om de�ni
ijom.De�ni
ija 3.1 (Funk
ija generatrisa). Ako je dat niz brojeva

a0, a1, . . . , an, . . . , tada funk
iju:
A(z) =

∑

n≥0

anznnazivamo funk
ijom generatrisom datog niza. Koristimo nota
iju [zn]A(z)za koe�
ient an, tj. za koe�
ient uz zn.Primetimo da su funk
ije generatrise u su²tini stepeni redovi. Me�utim,ovde ¢emo ih pre svega razmatrati kao formalne sume koje koristimo zapredstavljanje brojevnih nizova na jednostavan i kompaktan na£in, kao i zaelegantnu i jednostavnu manipula
iju istim nizovima. Zbog toga nam ne¢ebiti bitno da li red konvergira, kao i za koje vrednosti z konvergira. Ve¢inaopera
ija nad funk
ijama generatrisama (koje odgovaraju opera
ijama nadnizovima brojeva) su formalne opera
ije za koje nije potrebna konvergen
ija.I pored toga, ve¢ina ovako de�nisanih stepenih redova konvergira, makar za6Izraz {logβ α} koji je prisutan u tvr�enju teoreme predstavlja razlomljeni deo broja,
{logβ α} = logβ α − ⌊logβ α⌋ 14



male vrednosti z, ²to nam omogu¢ava da sumiramo dobijene stepene redove, iodgovaraju¢u funk
iju generatrisu predstavimo analiti£kim izrazom. Tako�e,re²avanjem funk
ionalnih jedna£ina po nepoznatoj funk
iji generatrisi,re²enje se naj£e²¢e dobija u obliku analiti£kog izraza, a za razvoj tog izrazau red neophodno je da funk
ija bude beskona£no diferen
ijabilna u nekojokolini nule.Primer 3.1. Navedimo neke primere nizova i njima pridruºenih funk
ijageneratrisa.
1, 1, 1, . . . , 1, . . . 1

1−z
=

∑

n≥0 zn

0, 1, 2, 3, . . . , n, . . . z
(1−z)2

=
∑

n≥1 nzn

0, . . . , 0, 1, m + 1, . . . ,
(

n
m

)
, . . . zm

(1−z)m+1 =
∑

n≥m

(
n
m

)
zn

1, c, c2, c3, . . . , cn, . . . 1
1−cz

=
∑

n≥0 cnzn

1, 1, 1
2!
, 1

3!
, 1

4!
, . . . , 1

n!
, . . . ez =

∑

n≥0
zn

n!

0, 1, 1
2
, 1

3
, 1

4
, . . . , 1

n
, . . . ln 1

1−z
=

∑

n≥1
zn

n

0, 1, 1 + 1
2
, 1 + 1

2
+ 1

3
, . . . , Hn, . . .

1
1−z

ln 1
1−z

=
∑

n≥1 Hnz
n

0, 0, 1, 3(1
2

+ 1
3
), 4(1

2
+ 1

3
+ 1

4
), . . . z

(1−z)2
ln 1

1−z
=

∑

n≥0 n(Hn − 1)znTeorema 3.1 (Opera
ije sa funk
ijama generatrisama). Neka su data dvaniza brojeva a0, a1, . . . , an, . . . , i b0, b1, . . . , bn, . . . , kao i njima pridruºenegeneratrise A(z) =
∑

n≥0 anz
n i B(z) =

∑

n≥0 bnzn. Tada slede¢imopera
ijama nad ovim brojevnim nizovima odgovaraju date opera
ije nadnjima pridruºenim funk
ijama generatrisama:
• Desnom pomeranju: 0, a0, a1, . . . , an−1, . . . odgovara opera
ija zA(z).
• Levom pomeranju: a1, a2, a3, . . . , an+1, . . . odgovara opera
ija A(z)−a0

z
.

• Mnoºenju indeksom: a1, 2a2, 3a3, . . . , nan, . . . odgovara opera
ija A′(z).
• Deljenju indeksom: 0, a0,

a1

2
, a2

3
, . . . , an−1

n
, . . . odgovara opera
ija

∫ z

0
A(t)dt.

• Skaliranju: a0, λa1, λ
2a2, . . . , λ

nan, . . . odgovara opera
ija A(λz).15



• Sabiranju: a0 + b0, a1 + b1, . . . , an + bn, . . . odgovara opera
ija A(z) +
B(z).

• Diferen
noj opera
iji: a0, a1 − a0, a2 − a1, . . . , an − an−1, . . . odgovaraopera
ija (1 − z)A(z).
• Konvolu
iji: a0b0, a0b1 +a1b0, a0b2 +a1b1 +a2b0, . . . ,

∑

0≤k≤n akbn−k, . . .odgovara opera
ija A(z)B(z).
• Par
ijalnoj sumi: a0, a0 + a1, . . . ,

∑

0≤k≤n ak, . . . odgovara opera
ija
A(z)
1−z

.Koriste¢i ovu teoremu, moºemo polaze¢i od nekih poznatih nizova,jednostavnim manipula
ijama dobiti funk
ije generatrise sloºenijih nizova.Obrnuto je tako�e mogu¢e, tj. ako funk
iju generatrisu nekog nepoznatogniza moºemo predstaviti kompozi
ijom jednostavnijih funk
ija (pri £emu podkompozi
ijom mislimo na gore navedene opera
ije), tada se kombinovanjemnizova koji su predstavljeni tim funk
ijama generatrisama na odgovaraju¢ina£in moºe dobiti niz koji odgovara datoj funk
iji generatrisi. Ilustrujmo ovoprimerima.Primer 3.2. Neka je dat niz brojeva 0, H1, H2, . . . , Hn, . . . , pri £emu je
Hn =

∑

1≤k≤n
1
k
(tzv. harmonijski brojevi). Do funk
ije generatrise ovogniza moºemo do¢i na slede¢i na£in: polaze¢i od niza 1, 1, . . . , 1, . . . (£ijaje generatrisa data izrazom 1

1−z
na osnovu prethodnog primera), moºemonajpre opera
ijom deljenja indeksom dobiti niz 0, 1, 1

2
, 1

3
, . . . , 1

n
, . . . . Ovoodgovara opera
iji integra
ije nad funk
ijom generatrisom, ²to za rezultatdaje funk
iju ln 1

1−z
. Nakon toga je jo² potrebno izra£unati par
ijalne sume,²to odgovara opera
iji mnoºenja izrazom 1

1−z
. Rezultat je, dakle, funk
ija

A(z) = 1
1−z

ln 1
1−z

.Primer 3.3. Neka je data funk
ija generatrisa A(z) = e2z

1−2z
. Do niza koji jede�nisan ovom funk
ijom moºemo do¢i na slede¢i na£in. Funk
ija ez generi²eniz∑n≥0

zn

n!
. Zato funk
ija ez

1−z
generi²e niz∑n≥0

(∑

0≤k≤n
1
k!

)
zn, s obziromna pravilo par
ijalnih suma iz teoreme 3.1. Na kraju, na osnovu pravilaskaliranja dolazimo do rezultata: e2z

1−2z
=
∑

n≥0 2n
(∑

0≤k≤n
1
k!

)
zn.3.1 Re²avanje rekurentnih rela
ija uz pomo¢ funk
ijageneratrisaKao ²to je ranije re£eno, funk
ije generatrise se mogu koristiti kao alatza lak²e re²avanje rekurentnih rela
ija. Neka je dat nepoznati niz brojeva16



(an)n≥0 i neka je data rekurentna rela
ija kojom je ovaj niz de�nisan. Tada semoºe primeniti slede¢i op²ti postupak za svo�enje date rekurentne rela
ije nafunk
ionalnu jedna£inu po nepoznatoj funk
iji generatrisi A(z) =
∑

n≥0 anzn:
• Pomnoºimo 
elu rela
iju sa zn.
• Sumirajmo dobijenu jednakost po n.
• Izrazimo dobijene sume preko funk
ije generatrise A(z) =

∑

n≥0 anzn.
• Re²imo dobijenu funk
ionalnu jedna£inu po A(z).
• Razvijmo u red dobijenu funk
iju generatrisu. Dobijeni koe�
ient an =

[zn]A(z) je upravo op²ti £lan traºenog niza.Funk
ionalna jedna£ina koja se na ovaj na£in dobija moºe bitijednostavna, mada je £esto i znatno komplikovanija. �esto je u pitanjudiferen
ijalna jedna£ina. Me�utim, koliko god da je komplikovana jedna£inau pitanju, asortiman matemati£kih alata i tehnika za njeno re²avanje jeznatno raznovrsniji i bogatiji od skupa tehnika koje imamo na raspolaganjuza direktno re²avanje rekurentnih rela
ija.Primer 3.4. Neka je data rekurentna rela
ija:
an = 2an−1 + 1uz a0 = 1. Pomnoºimo rela
iju sa zn, a zatim sumirajmo za n ≥ 1. Dobijamo:

∑

n≥1

anzn = 2
∑

n≥1

an−1z
n +

∑

n≥1

znodnosno:
A(z) = 2zA(z) +

1

1 − zodakle je:
A(z) =

1

(1 − 2z)(1 − z)Sada moºemo razviti dobijenu funk
iju u red:
A(z) =

1

(1 − 2z)(1 − z)
=

2

1 − 2z
− 1

1 − z
= 2

∑

n≥0

2nzn −
∑

n≥0

znodakle sledi da je an = 2n+1 − 1. 17



Sli£nim pristupom kao u prethodnom primeru, moºemo dokazati slede¢uteoremu.Teorema 3.2 (Linearne rekurentne rela
ije i funk
ije generatrise). Ako anzadovoljava rekurentnu rela
iju:
an = x1an−1 + x2an−2 + . . . xkan−k, za n ≥ ktada je odgovaraju¢a funk
ija generatrisa A(z) =

∑

n≥0 anz
n ra
ionalnafunk
ija A(z) = f(z)/g(z), gde je g(z) = 1−x1z−x2z

2−. . .−xkz
k, a polinom

f(z) je odre�en po£etnim uslovima a0, a1, . . . , ak−1 i moºe se izra£unati izjednakosti:
f(z) = g(z)

∑

0≤n<k

anzn (mod zk)pri £emu je njegov stepen strogo manji od k,Gornja teorema se, dakle, odnosi na linearne homogene rela
ije sakonstantnim koe�
ientima, za koje smo ranije ve¢ de�nisali jednozna£anpostupak re²avanja kori²¢enjem karakteristi£nog polinoma:
q(z) ≡ zk − x1z

k−1 − x2z
k−2 − . . . − xkMoºemo primetiti da vaºi: g(z) = zkq(1/z). Otuda, ako su β1, β2, . . . , βnkoreni polinoma q(z), tada su 1/β1, 1/β2, . . . , 1/βn koreni polinoma g(z) i onse moºe faktorisati kao:

g(z) = (1 − β1z) · (1 − β2z) · . . . · (1 − βnz)Ova £injeni
a ukazuje na su²tinsku sli£nost ova dva metoda za re²avanjeistog tipa rekurentnih rela
ija. �tavi²e, gornja faktoriza
ija pomaºe upraksi prilikom razlaganja dobijene funk
ije generatrise na vi²e jednostavnijihfunk
ija, takozvanih par
ijalnih razlomaka, za koje se jednostavno odre�ujunjima pridruºeni nizovi brojeva. Demonstrirajmo ovo na jednom primeru.Primer 3.5. Neka je data rela
ija:
an = 2an−1 + an−2 − 2an−3za n > 2, uz a0 = 0 i a1 = a2 = 1. Najpre, na osnovu teoreme 3.2 ra£unamo

g(z):
g(z) = 1 − 2z − z2 + 2z3 = (1 − z)(1 + z)(1 − 2z)a zatim f(z) ra£unamo na osnovu po£etnih uslova:
f(z) = (z + z2)(1 − 2z − z2 + 2z3) (mod z3)18



odakle sledi da je:
f(z) = z(1 − z)Sada je:

A(z) =
f(z)

g(z)
=

z

(1 + z)(1 − 2z)
=

1

3
(

1

1 − 2z
− 1

1 + z
)pa je otuda an = 1

3
(2n − (−1)n).Na kraju ovog poglavlja, navodimo jo² jedan primer rekurentne rela
ije,£ijom se transforma
ijom dobija diferen
ijalna jedna£ina.Primer 3.6. Neka je data rekurentna rela
ija7:

Cn = n + 1 +
1

n

∑

1≤j≤n

(Cj−1 + Cn−j), za n > 0uz C0 = 0. Elementarnim transforma
ijama dobijamo:
nCn = n(n + 1) + 2

∑

1≤k≤n

Ck−1Mnoºenjem sa zn, a zatim i sumiranjem po n, dobijamo:
∑

n≥1

nCnz
n =

∑

n≥1

n(n + 1)zn + 2
∑

n≥1

(
∑

1≤k≤n

Ck−1

)

zn²to se dalje svodi na slede¢u diferen
ijalnu jedna£inu:
C ′(z) =

2

(1 − z)3
+ 2

C(z)

1 − zRe²avanjem ove diferen
ijalne jedna£ine dobijamo:
C(z) =

2

(1 − z)2
ln

1

1 − zodakle se dobija:
Cn = [zn]C(z) = 2(n + 1)(Hn+1 − 1)7Setimo se da je ovo upravo rekurentna rela
ija koja de�ni²e o£ekivani broj upore�ivanjakod algoritma Qui
kSort. 19



3.2 Prebrojavanje pomo¢u funk
ija generatrisaU ovom poglavlju demonstriramo jedan zanimljiv pristup prebrojavanjuskupova kombinatornih objekata.De�ni
ija 3.2. Neka je dat skup kombinatornih objekata P i neka je sa
pn obeleºen broj objekata p ∈ P takvih da je |p| = n. Tada za funk
ijugeneratrisu P (z) =

∑

n≥0 pnzn niza (pn)n≥0, kaºemo da prebrojava skup P .Ideja ovog pristupa je da na neki na£in, direktno na osnovu svojstavasamih kombinatornih objekata iz skupa P , odredimo funk
ionalnu jedna£inupo P (z), bez prethodnog sastavljanja rekurentne rela
ije po nepoznatom nizu
(pn)n≥0. Jedan na£in da ovo postignemo demonstriran je u slede¢em primeru.Primer 3.7. Neka je data azbuka Σ, i neka je σ = |Σ|. Neka je dalje skupsvih re£i nad azbukom Σ obeleºen sa Σ∗. Tada je lako zaklju£iti da je brojre£i duºine n nad azbukom Σ jednak σn. Ovo moºemo pokazati i primenomfunk
ija generatrisa. Neka je pn traºeni broj i neka je P (z) =

∑

n≥0 pnz
nfunk
ija generatrisa niza (pn)n≥0. Tada vaºi:

P (z) =
∑

n≥0 pnz
n

=
∑

v∈Σ∗ z|v|

= 1 +
∑

aw∈Σ∗ z|aw|

= 1 +
∑

w∈Σ∗

∑

a∈Σ z|w|+1

= 1 + σz
∑

w∈Σ∗ z|w|

= 1 + σzP (z)Klju£ni korak u ovom izvo�enju je prva jednakost, koja vaºi zato ²to se udrugoj sumi izraz z|v| pojavljuje onoliko puta koliko ima re£i duºine |v| uskupu Σ∗, pa je koe�
ient uz zn upravo pn. U daljem izvo�enju smo koristilirekurzivnu de�ni
iju re£i nad azbukom Σ: re£ je ili prazna re£ ǫ ili slovo zakojim sledi re£. Praznoj re£i odgovara sabirak 1, a ostatak sume se moºepredstaviti kao dvostruka suma (po prvom slovu i po ostatku re£i). Odavdese lako dobija funk
ionalna jedna£ina po P (z). Re²avanjem ove funk
ionalnejedna£ine, dobijamo:
P (z) =

1

1 − σz
=
∑

n≥0

σnznodakle sledi da je pn = σn, kao ²to je i o£ekivano.Slede¢i primer demonstrira kori²¢enje funk
ija generatrisa zaprebrojavanje binarnih stabala. 20



De�ni
ija 3.3 (Binarno stablo). Binarno stablo je kombinatorni objekatkoji se sastoji iz unutra²njih i spolja²njih £vorova i de�ni²e se rekurzivno naslede¢i na£in:
• spolja²nji £vor e je binarno stablo.
• ako je dat unutra²nji £vor r, kao i binarna stabla tl i tr, tada je ure�enatrojka (tl, r, tr) tako�e binarno stablo. �vor r se tada naziva korenstabla, dok su stabla tl i tr redom levo i desno podstablo datog stabla.Dakle, binarno stablo je kombinatorni objekat sastavljen od £vorova.Pitanje koje se name¢e je koliko razli£itih binarnih stabala postoje sasvojstvom da imaju ta£no n unutra²njih £vorova? Neka je traºena vrednost

Tn. S obzirom da se moºe pokazati da je broj spolja²njih £vorova uvek zajedan ve¢i od broja unutra²njih £vorova, tada se sa Tn tako�e obeleºava brojbinarnih stabala sa ta£no n + 1 spolja²njih £vorova.Primer 3.8. Neka je T (z) funk
ija generatrisa koja je pridruºena nizu brojeva
T0, T1, . . . , Tn, . . . , pri £emu je sa Tn obeleºen broj binarnih stabala sa nunutra²njih £vorova. Obeleºimo sa T skup svih binarnih stabala i sa |t| brojunutra²njih £vorova stabla t ∈ T . Tada vaºi:

T (z) =
∑

n≥0 Tnz
n

=
∑

t∈T z|t|

= 1 +
∑

(tl,r,tr)∈T z|(tl,r,tr)|

= 1 +
∑

tl∈S

∑

tr∈T z|tl|+|tr |+1

= 1 + zT (z)2Prva jednakost vaºi zato ²to se u drugoj sumi svako z|t| pojavljuje onolikoputa koliko ima binarnih stabala sa |t| £vorova, pa je koe�
ient uz zn upravo
Tn. Druga jednakost se moºe objasniti na slede¢i na£in: najpre primetimoda je T0 = 1, zato ²to postoji ta£no jedno stablo sa nula unutra²njih£vorova (stablo koje se sastoji samo iz jednog spolja²njeg £vora). Izdvajanjemovog sabirka, u sumi ostaju samo sabir
i koji odgovaraju stablima sa barjednim unutra²njim £vorom. Po de�ni
iji 3.3, ova stabla se sastoje iz jednogunutra²njeg £vora r i dva podstabla tl i tr. Ako primetimo da vaºi i
|(tl, r, tr)| = |tl| + |tr| + 1, tada je jednakost jasna. Na osnovu gornjegizvo�enja, dobijamo funk
ionalnu jedna£inu:

T (z) = 1 + zT (z)2odakle sledi da je:
T (z) =

1 −
√

1 − 4z

2z21



Najzad, razvijanjem dobijene funk
ije generatrise dobijamo rezultat: 8
Tn =

1

n + 1

(
2n

n

)De�ni
ija 3.4 (Uop²teno stablo). Uop²teno stablo je ure�eni par (v, s), gdeje v £vor � koren stabla, a s = (t1, t2, . . . , tk) niz disjunktnih stabala kona£neduºine k, za proizvoljno k ≥ 0.9 Stabla iz s nazivamo podstablima datogstabla. Niz stabala s nazivamo i ure�ena ²uma.Primer 3.9. Neka je T skup svih uop²tenih stabala i neka je Tn broj svihtakvih stabala sa n £vorova. Neka je, dalje, funk
ija T (z) generatrisa niza
(Tn)n≥0. Sada imamo slede¢e izvo�enje:

T (z) =
∑

n≥0 Tnz
n

=
∑

t∈T z|t|

= z +
∑

k≥1

∑

(v,(t1,t2,...,tk))∈T z|(v,(t1 ,t2,...,tk)|

= z +
∑

k≥1

∑

t1∈T

∑

t2∈T . . .
∑

tk∈T z|t1|+|t2|+...+|tk |+1

= z +
∑

k≥1 z
∏

1≤i≤k

∑

ti∈T z|ti|

= z + z
∑

k≥1 T (z)k

= z
∑

k≥0 T (z)k

= z 1
1−T (z)odakle se dobija funk
ionalna jedna£ina:

T (z) = z · 1

1 − T (z)Gornje izvo�enje je analogno izvo�enjima iz prethodnih primera, uzprimedbu da smo sumu po svim stablima najpre razbili na sumu po k pri£emu je svaki sabirak ove sume suma po svim stablima sa ta£no k podstabala.Sabirak z je izdvojen kao poseban slu£aj stabla sa 0 podstabala. Odavde sedobija da je:
T (z) =

1 −
√

1 − 4z

2odakle se razvijanjem dobijene funk
ije generatrise dobija da je broj svihstabala sa n £vorova jednak:
Tn =

1

n

(
2n − 2

n − 1

)8Dobijeni brojevi nazivaju se Katalanovi brojevi.9Sekven
a moºe biti duºine 0. U tom slu£aju se stablo svodi na jedan £vor � koren v.22



Primetimo da je broj svih uop²tenih stabala sa n £vorova jednak broju svihbinarnih stabala sa n − 1 unutra²njih £vorova. Ovo nije slu£ajno. Postojijednozna£na korespoden
ija izme�u binarnih stabala sa n − 1 unutra²njih£vorova i uop²tenih stabala sa n £vorova. Opisivanje ove korespoden
ijeprevazilazi okvire ovog rada. Za detalje £itala
 moºe pogledati knjigu [1℄.Prethodni primeri pokazuju kako moºemo izbe¢i rekurentne rela
ije, alini ovakvo direktno izvo�enje, videli smo, nije jednostavno. Na sre¢u, postojijednostavniji i elegantniji na£in da se do�e do gore dobijenih funk
ionalnihjedna£ina. O tome govorimo u slede¢em poglavlju.3.3 Simboli£ki metodSvaki sloºeni kombinatorni objekat se po pravilu moºe predstaviti kaostruktura sastavljena od manjih i jednostavnijih kombinatornih objekatakoji su na odre�eni na£in povezani me�u sobom. Drugim re£ima, sloºenekombinatorne objekte gradimo tako ²to na odre�eni na£in kombinujemoprostije objekte, primenjuju¢i odgovaraju¢a pravila. O ovome govori slede¢ade�ni
ija.De�ni
ija 3.5 (Konstruk
ija kombinatornih objekata). Neka su dati skupovikombinatornih objekata A i B. Tada se, polaze¢i od ovih skupova, mogukonstruisati slede¢i skupovi:
• disjunktna unija skupova, u ozna
i A + B, £iji su elementi svi objektikoji su elementi jednog od skupova A ili B i vaºi A∩B = ∅. Pri tom jeveli£ina svakog objekta skupa A + B jednaka veli£ini koju je taj objekatimao u skupu iz koga poti£e.
• Dekartov proizvod skupova, u ozna
i A × B, £iji su elementi ure�eniparovi oblika (a, b), pri £emu je a ∈ A i b ∈ B. Pri tom je |(a, b)| = |a|+
|b|, tj. veli£ina svakog ure�enog para jednaka je zbiru veli£ina objekataiz kojih je sastavljen.

• Dekartov stepen skupa, u ozna
i An, n ∈ N0, £iji su elementi ure�ene n-torke oblika (a1, a2, . . . , an), pri £emu je ai ∈ A, i = 1, 2, . . . , n. Pri tomje |(a1, a2, . . . , an)| = |a1| + |a2| + . . . + |an|, tj. veli£ina svake n-torkejednaka je zbiru veli£ina objekata iz kojih je sastavljena. Spe
ijalno,
A0 = {ǫ}, gde je ǫ prazan niz i vaºi |ǫ| = 0.Skupovi kombinatornih objekata od kojih polazimo obi£no sadrºe naj-jednostavnije objekte. Od ovih skupova gore opisanim opera
ijama dobijamoskupove sloºenijih objekata. 23



Primetimo da smo u de�ni
iji 1.2 (strana 7) veli£inu objekta p (uozna
i |p|) de�nisali potpuno uop²teno, ne ulaze¢i u smisao ove funk
ije.Sada vidimo da je veli£ina objekta jasno de�nisana na osnovu pravila zakonstruk
iju sloºenih objekata. Jedino ²to je potrebno je da de�ni²emoveli£inu objekata koji £ine osnovni skup � veli£ina sloºenijih objekata je nakontoga jednozna£no odre�ena.Primer 3.10. Skup svih binarnih stabala se moºe konstruisati na slede¢ina£in. Razmatrajmo osnovni skup {e, r}, pri £emu je e spolja²nji, a runutra²nji £vor. Neka je |e| = 0 i |r| = 1. Sada se skup binarnih stabala moºede�nisati rekurzivno10 kao T = {e}+T ×{r}×T � svako stablo je ili prazno(jedan spolja²nji £vor) ili sadrºi koren (unutra²nji £vor) i dva podstabla, levoi desno. S obzirom na na£in na koji smo de�nisali veli£inu osnovnih objekata,jasno je da ¢e veli£ina svakog stabla biti broj unutra²njih £vorova. Ako ºelimoda de�ni²emo veli£inu stabla kao broj spolja²njih £vorova, tada je dovoljnoda de�ni²emo |e| = 1 i |r| = 0.Opera
ija Dekartovog stepena je u stvari vi²estruki Dekartov proizvodskupa samim sobom, tj. vaºi:
An = A × A × . . . × A

︸ ︷︷ ︸

nPravilo konstruk
ije Dekartovim stepenom omogu¢ava de�nisanje objekatakoji predstavljaju nizove objekata nekog skupa odre�ene kona£ne duºine.Primer 3.11. Neka je dat osnovni skup {v} (element v predstavlja £vor) ineka je |v| = 1. Sada se skup uop²tenih stabala moºe de�nisati na slede¢ina£in: T = {v}× (
∑

n≥0 T n) � stablo £ine koren i niz njegovih podstabala.11Veli£ina stabla je u skladu sa ovom de�ni
ijom upravo broj £vorova u stablu.Primer 3.12. Skup Σ∗ svih re£i nad azbukom Σ se moºe konstruisati naslede¢i na£in. Neka je osnovni skup Σ∪{ǫ}, neka za a ∈ Σ vaºi |a| = 1 i nekavaºi |ǫ| = 0. Vaºi Σ∗ = {ǫ} + Σ × Σ∗ � re£ je ili prazna re£ ǫ ili je u pitanjuslovo za kojim sledi re£12. Na osnovu ove de�ni
ije proisti£e da je veli£inaobjekta de�nisana kao broj slova u niski, ²to je prirodna de�ni
ija duºine.Osnovno pitanje koje se ovde postavlja je kako prebrojati elementesloºenog skupa kombinatornih objekata, ako znamo da prebrojimo skupoveobjekata iz kojih je ovaj skup konstruisan. Drugim re£ima, kakva je veza10S obzirom da su kombinatorni objekti obi£no rekurzivne strukture, uobi£ajeno je dase oni rekurzivno i de�ni²u.11Suma se ovde tuma£i kao disjunktna unija: ∑n≥0
T n = T 0 +T 1 +T 2 + . . . +T n + . . . .12Drugi na£in je da primetimo da je Σ∗ =

∑

n≥0
Σn � skup svih nizova kona£ne duºineobjekata iz Σ. 24



funk
ija generatrisa ovih skupova? Odgovor na ovo pitanje daje nam slede¢ateorema.Teorema 3.3. Neka su data dva skupa kombinatornih objekata A i B i nekasu funk
ije A(z) i B(z) respektivno njima pridruºene funk
ije generatrisekoje ih prebrojavaju. Tada vaºi slede¢e:
• Disjunktnoj uniji A + B datih skupova odgovara funk
ija generatrisa

A(z) + B(z)

• Dekartovom proizvodu A × B datih skupova odgovara funk
ijageneratrisa A(z)B(z). Spe
ijalno, Dekartovom stepenu An odgovarafunk
ija generatrisa A(z)n.
• Skupu ∑n≥0 An svih nizova objekata iz A kona£nih duºina, odgovarafunk
ija generatrisa 1

1−A(z)
.Kao ²to vidimo iz ove teoreme, postoji veoma jednostavna i prirodnakorespoden
ija izme�u pravila za konstruk
iju skupova kombinatornihobjekata i pravila za izvo�enje njima pridruºenih funk
ija generatrisa.Tako�e, rekurzivna de�ni
ija skupa kombinatornih objekata prirodno de�ni²efunk
ionalnu jedna£inu po nepoznatoj funk
iji generatrisi. Demonstrirajmoovo na slede¢im primerima.Primer 3.13. Analogno primeru 3.7, moºemo razmatrati skup svih re£inad azbukom Σ. Primetimo da se na osnovu primera 3.12 skup Σ∗ moºerekurzivno predstaviti na slede¢i na£in:

Σ∗ = {ǫ} + Σ × Σ∗Primetimo najpre da skup Σ prebrojava funk
ija generatrisa σz zato ²to seovaj skup sastoji iz σ objekata veli£ine 1. Odavde, na osnovu teoreme 3.3izvodimo funk
ionalnu jedna£inu po funk
iji generatrisi P (z) skupa Σ∗:
P (z) = 1 + σzP (z)kao i u primeru 3.7. Alternativno, ako primetimo da je:

Σ∗ =
∑

n≥0

Σntada se, ponovo na osnovu teoreme 3.3, re²enje moºe dobiti i direktno:
P (z) =

1

1 − σz25



Primer 3.14. Skup svih binarnih stabala T se moºe, na osnovu primera 3.10,rekurzivno opisati na slede¢i na£in:
T = {e} + T × {r} × TPrimetimo da skup {r} prebrojava funk
ija generatrisa z, jer sadrºi samojedan objekat veli£ine 1. Odavde se dobija funk
ionalna jedna£ina ponepoznatoj funk
iji generatrisi T (z) skupa T :

T (z) = 1 + T (z) · z · T (z) = 1 + zT (z)2kao i u primeru 3.8.Primer 3.15. Skup svih uop²tenih stabala T se moºe, na osnovu primera3.11, rekurzivno opisati na slede¢i na£in:
T = {v} × (

∑

n≥0

T n)Primetimo da skup {v} prebrojava funk
ija generatrisa z, jer sadrºi samojedan objekat veli£ine 1. Odavde se odmah dobija funk
ionalna jedna£ina ponepoznatoj funk
iji generatrisi T (z) skupa T :
T (z) = z · 1

1 − T (z)kao i u primeru 3.9.�itala
 zainteresovan za vi²e informa
ija o simboli£kom metodu ifunk
ijama generatrisama moºe pogledati knjigu [1℄. Vi²e o primeni funk
ijageneratrisa u kombinatori
i moºe se pro£itati u knjizi [2℄.3.4 Bivarijantne funk
ije generatrise. Primena u analizialgoritamaDo sada smo upoznali osnovne tehnike prebrojavanja skupovakombinatornih objekata, pri £emu smo objekte razvrstavali po veli£ini. Uslu£aju analize algoritama, ovo nije dovoljno. Na osnovu de�ni
ije 1.2 znamoda nam je za izra£unavanje prose£ne 
ene objekata veli£ine n potrebno daznamo i koliko objekata veli£ine n ima 
enu k, za svako k ≥ 0. Ovozna£i da nam je potrebno dodatno razvrstavanje objekata po 
eni. Drugimre£ima, dolazimo do dvodimenzionog niza pn,k, kao u de�ni
iji 1.2. Obi£nefunk
ije generatrise u ovom slu£aju nisu dovoljne, zato ²to se one pridruºujujednodimenzionim nizovima. Zato uvodimo slede¢u de�ni
iju.26



De�ni
ija 3.6. Neka je (pn,k)n,k≥0 dvodimenzioni niz. Tada funk
iju:
P (u, z) =

∑

n,k≥0

pn,ku
kznnazivamo bivarijantnom funk
ijom generetrisom, koja je pridruºena ovomdvodimenzionom nizu. Koristimo nota
iju [zn][uk]P (u, z) za koe�
ient pn,k,tj. za koe�
ient uz znuk.Neka je dat skup P kombinatornih objekata koji predstavljaju mogu¢eulazne instan
e nekog algoritma. Neka je pn,k broj objekata skupa P veli£ine

n i sa 
enom k. Bivarijantna funk
ija generatrisa koja je pridruºena ovomdvodimenzionom nizu u sebi sadrºi sve informa
ije o raspodeli po veli£inamai 
enama objekata skupa P . O ovome govori slede¢a teorema.Teorema 3.4. Ako je pn,k broj kombinatornih objekata p ∈ P , veli£ine n i
ene k i ako je P (u, z) =
∑

n,k≥0 pn,ku
kzn odgovaraju¢a bivarijantna funk
ijageneratrisa, tada vaºi:

• P (1, z) =
∑

n≥0 pnzn � funk
ija generatrisa koja prebrojava skup P .
• ðP

ðu
(u, z)

∣
∣
u=1

=
∑

n≥0 σnzn = C(z) � kumulativna funk
ija generatrisa.
• [zn] ðP

ðu
(u,z)|

u=1

[zn]P (1,z)
= cn � prose£na 
ena objekata veli£ine n.

•
[zn] ð

2P

ðu2 (u,z)
˛

˛

˛

u=1

[zn]P (1,z)
+

[zn] ðP
ðu

(u,z)|
u=1

[zn]P (1,z)
−
(

[zn] ðP
ðu

(u,z)|
u=1

[zn]P (1,z)

)2 � disperzija slu£ajneveli£ine c, tj. kvadrat standardnog odstupanja od o£ekivane 
ene.U formula
iji teoreme uveden je pojam kumulativne funk
ije generatrise
C(z) =

∑

n≥0 σnz
n. Ovo je u stvari obi£na funk
ija generatrisa koja jepridruºena nizu (σn)n≥0 kumulativnih 
ena. Ako znamo sumu svih 
enaobjekata veli£ine n, tada se deljenjem sa brojem objekata ove veli£ine dobijaprose£na 
ena, ²to nam i jeste krajnji 
ilj. Dakle, put ka re²enju je slede¢i:

• Odredimo odgovaraju¢u bivarijantnu funk
iju generatrisu.
• Na osnovu ove funk
ije i gornje teoreme izra£unamo kumulativnufunk
iju generatrisu, kao i funk
iju generatrisu koja prebrojava skupkombinatronih objekata P (po veli£inama).
• Koli£nik koe�
ienata uz n-ti stepen ovih stepenih redova je upravotraºena prose£na 
ena svih objekata veli£ine n.27



Demonstrirajmo ovo na jednom primeru.Primer 3.16. Neka je dat skup B = {0, 1}∗ svih niski bitova i neka je 
ena c(s)broj jedini
a u niski s. Tada moºemo izvesti slede¢u bivarijantnu funk
ijugeneratrisu:
B(u, z) =

∑

n,k≥0 pn,ku
kzn

=
∑

s∈B uc(s)z|s|

= 1 +
∑

bs′∈B uc(bs′)z|bs
′|

= 1 +
∑

s′∈B uc(s′)z|s
′|+1 +

∑

s′∈B uc(s′)+1z|s
′|+1

= 1 + z
∑

s′∈B uc(s′)z|s
′| + zu

∑

s′∈B uc(s′)z|s
′|

= 1 + zB(u, z) + zuB(u, z)Ovde smo, kao i u primeru 3.7, najpre iskoristili rekurzivnu de�ni
iju re£i nadazbukom, a zatim smo re£i duºine bar jedan razbili na dve klase � one kojepo£inju jedini
om i one koje po£inju nulom. U prvom slu£aju 
ena re£i je zajedan ve¢a od 
ene ostatka re£i (bez prvog slova) dok je u drugom slu£aju
ena jednaka 
eni ostatka re£i. Iz gornjeg izvo�enja sledi da je:
B(u, z) =

1

1 − z − uzOdavde dobijamo da je ðB(u,z)
ðu

= z
(1−z−uz)2

, ²to za u = 1 daje kumulativnufunk
iju generatrisu C(z) = z
(1−2z)2

=
∑

n≥1 n2n−1zn. S druge strane,
B(1, z) = 1

1−2z
=
∑

n≥0 2nzn. Odavde dobijamo da je prose£na 
ena
cn = n2n−1

2n = n
2
, ²to je i bilo za pretpostaviti.Sli£an rezultat bi se dobio i kori²¢enjem simboli£kog metoda:

B = {ǫ} + {0, 1} × BImaju¢i u vidu da skupu {0, 1} odgovara bivarijantna funk
ija generatrisa
z +uz (jedan objekat veli£ine jedan i 
ene nula i jedan objekat veli£ine jedani 
ene jedan), sledi da je13:

B(u, z) = 1 + (z + uz)B(u, z)tj. dobijamo istu funk
ionalnu jedna£inu.Prethodni primer ima i prakti£nu primenu u analizi algoritama � akorazmatramo algoritam mnoºenja neozna£enih binarnih brojeva, tada je jasnoda ¢e broj dodavanja mnoºenika, a time i potrebno vreme izvr²enja opera
ije13Kada je u pitanju simboli£ki metod, za bivarijantne funk
ije generatrise vaºi teoremaanalogna teoremi 3.3. 28



zavisiti direktno od broja jedini
a u binarnom zapisu mnoºio
a. Rezultatovog primera nam govori da se mnoºenje n-to
ifrenim binarnim brojem uproseku svodi na n/2 sabiranja binarnih brojeva.Bivarijantnu funk
iju generatrisu nije uvek tako lako izra£unati.Me�utim, ona nam £esto nije neophodna � ako uspemo da nekim lak²imputem do�emo do kumulativne funk
ije generatrise, problem nalaºenjaprose£ne 
ene bi¢e re²en i bez poznavanja bivarijantne funk
ije generatrise.Demonstrirajmo ovo na jednom primeru.Primer 3.17. Uz oznake kao u prethodnom primeru, kumulativnu funk
ijugeneratrisu C(z) =
∑

n≥0 σnzn moºemo izra£unati i direktno, na slede¢ina£in:
C(z) =

∑

n≥0 σnzn

=
∑

s∈B c(s)z|s|

=
∑

bs′∈B c(bs′)z|bs
′|

=
∑

s′∈B(c(s′) + 1)z|s
′|+1 +

∑

s′∈B c(s′)z|s
′|+1

= 2z
∑

s′∈B c(s′)z|s
′| +

∑

s′∈B z|s
′|+1

= 2zC(z) + z
1−2zOdavde je C(z) = z

(1−2z)2
, kao i u prethodnom primeru.Slede¢i primer prikazuje ne²to sloºenije izvo�enje.Primer 3.18. Neka je kao i u prethodnom primeru dat skup B = {0, 1}∗svih niski bitova, ali neka je ovoga puta 
ena c(s) niske s de�nisana kaobroj �prelaza� sa nule na jedini
u ili obrnuto (npr. 
ena niske 0111101 je 3).De�ni²imo B0 kao skup svih niski bitova koji po£inju nulom, a B1 kao skupsvih niski bitova koje po£inju jedini
om. Tada vaºi:

B = B0 + B1 + {ǫ}
B0 = {0} × B0 + {0} × B1 + {0}
B1 = {1} × B0 + {1} × B1 + {1}Dakle, svaka re£ je ili prazna ili po£inje nulom ili po£inje jedini
om. Re£ kojepo£inje nulom je ili re£ 0 ili nakon po£etne nule sledi re£ koja po£inje nulom,ili nakon po£etne nule sledi re£ koja po£inje jedini
om. Analogno vaºi za re£koja po£inje jedini
om. Na osnovu simboli£kog metoda, dobijamo:

B(u, z) = B0(u, z) + B1(u, z) + 1
B0(u, z) = zB0(u, z) + uzB1(u, z) + z
B1(u, z) = uzB0(u, z) + zB1(u, z) + zPri tom su funk
ije B0(u, z) i B1(u, z) redom bivarijantne funk
ije generatrisepridruºene skupovima B0 i B1. Po£etno slovo moºe imati 
enu 0 ili 1 uzavisnosti od toga koje slovo sledi nakon njega, tj. da li postoji �prelaz� ili29



ne. Upravo zato po£etnom slovu u nekim situa
ijama odgovara bivarijantnafunk
ija generatrisa z, a u nekim uz. Re²avanjem sistema jedna£ina, po trinepoznate funk
ije, dobijamo da je:
B0(u, z) = B1(u, z) =

z

1 − z − uzi da je:
B(u, z) = B0(u, z) + B1(u, z) + 1 =

1 + z − uz

1 − z − uzDiferen
iranjem po u i za u = 1 dobijamo kumulativnu funk
iju generatrisu:
ðB(u, z)

ðu

∣
∣
∣
∣
u=1

=
2z2

1 − z − uz)2

∣
∣
∣
∣
u=1

=
2z2

(1 − 2z)2S druge strane je:
B(1, z) =

1

1 − 2zkao ²to je i o£ekivano. Prose£na 
ena je:
cn =

[zn] ðB
ðu

(u, z)
∣
∣
u=1

[zn]B(1, z)
=

(n − 1)2n−1

2n
=

n − 1

2Dakle, u proizvoljnoj niski bitova duºine n ima u proseku n−1
2

prelaza.Ovaj rezultat tako�e ima veoma zna£ajnu prakti£nu primenu � uslu£aju mnoºenja ozna£enih binarnih brojeva Butovim algoritmom, opera
ijesabiranja ili oduzimanja mnoºenika se obavljaju samo ako postoji �prelaz�izme�u dva susedna bita u mnoºio
u. Samim tim se mnoºenje dva ozna£enabroja svodi na u proseku (n−1)/2 sabiranja ili oduzimanja binarnih brojeva,u skladu sa rezultatom prethodnog primera.4 Zaklju£akU prethodnim poglavljima smo se upoznali sa razli£itim pristupimaanalizi algoritama i na primerima demonstrirali njihov odnos. Analizomnajgoreg slu£aja utvr�ujemo gornju grani
u vremena izvr²avanja datogalgoritma za ulaze odre�ene veli£ine. Dobijena gornja grani
a predstavljavreme koje je dovoljno za izvr²avanje algoritma bez obzira na ulaznu instan
udate veli£ine. S druge strane, postoje algoritmi koji u prose£nom slu£ajudaju znatno bolje rezultate nego u najgorem slu£aju. Jasno je da ovakvealgoritme ne treba odba
iti, jer je u praksi prose£no vreme izvr²avanjanajbolja mera upotrebljivosti algoritma. Upravo se u ovome ogleda zna£aj30



analize prose£nog slu£aja, jer se takvom analizom prepoznaju algoritmi kojidaju dobre prose£ne rezultate.Analiza prose£nog slu£aja se oslanja na teoriju verovatno¢e, jer seprose£no vreme izvr²avanja algoritma moºe razmatrati kao matemati£koo£ekivanje odgovaraju¢e slu£ajne veli£ine. Ulazne instan
e se razmatraju kaoishodi slu£ajnog eksperimenta, na osnovu £ega se odre�uje raspodela slu£ajneveli£ine koja se razmatra i izra£unava njena o£ekivana vrednost. Odre�ivanjeraspodele se svodi na prebrojavanje skupova kombinatornih objekata.Rekurentne rela
ije se u analizi algoritama intenzivno koriste, kako uanalizi najgoreg slu£aja, tako i u analizi prose£nog slu£aja. Prilikomanalize prose£nog slu£aja po pravilu se dobijaju komplikovanije rekurentnerela
ije, a i njihovo izvo�enje je znatno teºe. Funk
ije generatrise mogure²iti oba ova problema. Sa jedne strane, funk
ije generatrise se mogukoristiti za jednostavnije re²avanje rekurentnih rela
ija, njihovim svo�enjemna funk
ionalne jedna£ine po nepoznatoj funk
iji generatrisi. Sa drugestrane, ove funk
ionalne jedna£ine se mogu izvesti i direktno, potpunozaobilaze¢i rekurentne rela
ije, £ime se zaobilaze i problemi koji nastajuprilikom izvo�enja i trensforma
ija rekurentnih rela
ija.Simboli£ki metod je jednostavan i elegantan pristup prebrojavanjuskupova kombinatornih objekata. Ovim metodom se skupu kombinatornihobjekata direktno na osnovu njegove rekurzivne de�ni
ije dodeljujefunk
ionalna jedna£ina po nepoznatoj funk
iji generatrisi, primenjuju¢iveoma jednostavna i prirodna pravila. Re²avanjem dobijene funk
ionalnejedna£ine dobijamo funk
iju generatrisu koja prebrojava dati skup.Prilikom analize prose£nog slu£aja, kombinatorni objekti kojipredstavljaju ulazne instan
e datog algoritma razvrstavaju se po dvarazli£ita parametra � po veli£ini i po 
eni. Rezultat ovakvog razvrstavanja jedvodimenzioni niz koji se predstavlja bivarijantnom funk
ijom generatrisom.Prilikom odre�ivanja bivarijantne funk
ije generatrise tako�e se moºekoristiti simboli£ki metod. Bivarijantna funk
ija generatrisa u sebi sadrºisve informa
ije o raspodeli, tako da je njeno poznavanje dovoljno da seizra£unaju sve veli£ine od interesa (prose£na 
ena, standardno odstupanje,momenti vi²eg reda).U ovom radu predstavljen je jedan zanimljiv pristup analizi algoritama.Uspostavljena je veza izme�u analize algoritama i mnogih drugihmatemati£kih dis
iplina. Iznad svega, demonstriran je zna£aj analizealgoritama, kako u teoriji, tako i u praksi. Imaju¢i u vidu teºinumatemati£kih problema sa kojima se danas suo£avamo i stalnu potrebu zae�kasnijim re²enjima, zna£aj analize algoritama u narednim godinama bi¢esve ve¢i, a tehnike analize poput tehnika koje su demonstrirane u ovom radubi¢e sve drago
enije. 31
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