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Sta je dokaz? Sta je matematicki dokaz?

Dokazati znacCi utvrditi postojanje, istinitost ili valjanost dokazom
ili logikom. (Merriam-Webster)

U matematici, dokaz je demonstracija da, za dati skup aksioma,
neka tvrdjenja koja su nam od interesa su nuzno tacna. (Wikipedia)

Primer: 1/2 nije racionalan broj.

2:

Dokaz: Pretpostavimo da postoji » € Q tako da vazi r
Stoga postoje uzajamno prosti brojevi p i g tako da je r =
Stoga je 2¢2 = p?, tj. p? je deljivo sa 2. 2 je prost broj, pa
takodje deli i p, tj. p = 2s. Zamenom u jednacinu 2¢2 = p? |
deljenjem sa 2 dobijamo ¢2 = 2s2. Stoga, ¢ je takodje deljivo sa
2. Kontradikcija.
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Lepo, ali...

e I dalje, po nekima, nije dovoljno strogo.
— Sta su aksiome? Sta su pravila?
— Koliko “krupni” mogu biti koraci?

— Sta je ocigledno ili trivijalno?

e Neformalni jezik.



Sta je formalan dokaz?

e Izvodjenje u formalnom racunu

N1,N\1,...\p - aksiome i prethodno dokazane teoreme

Formalni dokaz reCenice P je niz tvrdjenja
S1,S59,...5n

za Kkoji vazi:
1. S, je P i vazi jedno od sledecCih:
e S, je jedno od Aq,N\q1,... A\

e S; sledi iz prethodnih tvrdjenja na osnovu valjanog argu-
menta koristeCi pravila zakljuCivanja



Primer formalnhog dokaza

Primer: ANB — B A A se moze izvesti u sledecem sistemu:

SU{X Y

ngE)‘? (pretpostavka) sy oy — (impI)
: SU{X,Y}-Z .

iy (coniD) SU{{X/\Y}}I—Z (conjE)

Dokaz:

1. {A, B} B (pretpostavka)

2. {A, B} A (pretpostavka)

3. {A,B}-BANA (prema conjliz1i?2)

4. {ANB}F BANA (prema conjE iz 3)

5. {}FAAB — BAA (prema impl iz 4)



ZnacCaj dobijanja formalnih dokaza

e Knjige i Casopisi su puni pogresnih dokaza
(ne neophodno i pogresnih tvrdjenja)

e Ispravnost softverskih i hardverskih komponenti
mora biti potvrdjena sto formalnije



Sta je formalna verifikacija?

Formalna verifikacija je procedura utvrdjivanja ispravnosti ili
neispravnosti datog algoritma u odnosu na odredjenu
formalnu specifikaciju ili osobinu, koris€enjem formalnih
metoda matematike.

Dva pristupa u formalnoj verifikaciji:

1. Provera modela
- sistematsko iscrpljujucCe istrazivanje matematiCkog modela

2. LogiCko zakljuCivanje
- korisCenje formalne verzije matematiCkog rezonovanja o
sistemu



Sta je dokazivac teorema?z

Implementacija formalne logike na raCunaru
e Potpuno automatizovan (iskazna logika)
e Automatizovan, ali se nuzno ne zaustavlja (logika prvog reda)

e Sa automatizacijom, ali uglavnom interaktivan (logike viseg
reda)

e Zasnovan na pravilima i aksiomama

e Mogu da daju formalne dokaze



Dokazivaci teorema

Najvazniji dokazivacCi teorema:

HOL Light (John Harrison)

Isabelle/Isar (Lawrence C. Paulson, Tobias Nipkow,
Markus Wenzel)

Coqg (Benjamin Werner, Georgies Gonthier)
Mizar (Andrzej Trybulec)

ProofPower (Roger Jones, Rob Arthan)
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Primer: Keplerova pretpostavka
Znacaj formalizacije tvrdjenja Ciji dokazi nisu tako ocigledni i
trivijalno razumljivi

e Popunjavanje velikog kontejnera malim sferama iste veliCine

e Cilj je maksimizacija gustine uredjenja

— Random packing - 65%

7

— Cubic close packing Tis ~ 0.74048.

e [ homas Hales - dokaz iscrpljivanjem
njegova formalizacija je ocenjena na 20 Covek - godina
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“Sto najvecCih teorema”

Paul & Jack Abad, 1999.

Kriterijumi:

e Mmesto koje teorema zauzima u literaturi

e kvalitet dokaza

e neocCekivanost rezultata

Njihova formulacija i formalizacija mogu se naci na:
http://www.cs.ru.nl/~freek/100/

Oko 80% ovih teorema je formalizovano
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http://www.cs.ru.nl/~freek/100/

Isabelle - Osnovni koncepti

e Interaktivho okruzenje za dokazivanje teorema

e Naslednik HOL dokazivaCa teorema

e Prirodna dedukcija je glavni sistem izvodjenja

e UKIljuCuje mehanizam za prezapisivanje termova i dokazivacC
koji radi po principu tabloa

e Koristi se za utvrdjivanje korektnosti sigurnosnih protokola,
osobina semantike programskih jezika, formalizaciju teorema
iz matematike i raCunarstva
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Isabelle - Osnovni koncepti

Primer:

e Matematika: ako jex <O iy<Oondavazii x+y <O

e Formalna logika: Fx < O0OAy<0—ax4+y <O
varijacija: {xr<0;y<O0}rFx+y <O

e Isabelle: lemma "z <0AyYy<0—-ax+y<0”
varijacija: lemma: “[lt <0,y <0|] = x4+ y < 0"

e Isabelle/Isar: lemma
assumes “x < 0" and “y < 0"

shows “z +y < 0"
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Formalizacija Hilbertovog aksiomatskog sistema

e Euklidovi "Elementi”
e Hilbertove "Osnove geometrije”

e Formalizacija:

— Christophe Dehlinger, Jean-Francois Dufourd, Pascal Schreck:
Coq proof assistant

— Jacques Fleuriot, Laura Meikle:
Isabelle/Isar proof assistant
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Formalizacija aksiomatskog sistema Tarskog

e Aksiomatski sistem Alfreda Tarskog

e Wolfram Schwabhauser:
Metamathematische Methoden in der Geometrie
e Formalizacija:

— Julien Narboux:
Coq proof assistant
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Formalizacija geometrije u proof assistant-u (Narboux)

e Prednosti:
— daje visok stepen pouzdanosti dokaza koji su generisani
— dozvoljava umetanje Cisto geometrijskih argumenata
unutar drugih vrsta dokaza
e Problem sa degenerisanim sluCajevima

— Izvor: aksiomatski sistem
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Zasto aksiome Tarskog? (Narboux)
Prednosti:

e Jednostavne su (11 aksioma i 2 predikata)

e Dobre meta-matematiCke osobine obezbedjuju vrlo visok nivo
pouzdanosti u dokaze koji su generisani

e Generalizacija u druge dimenzije je laka
Mane:
e Raspored koriS€enja lema je mnhogo komplikovaniji

e Nije dobro podeSen za ucenje
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NasS cilj

e Ideja formalizacije geometrijskog rezonovanja je prilicCno nova

e Umesto dokazivanja Hibertovih teorema “rucno” ulIsabelle/CoQ
imamo ideju automatizacije celokupnog procesa

e Dobijamo formalnu verifikaciju dokaza
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EUKLID - metod za automatsko dokazivanje teorema

e Autori: Predrag JaniCiC i Stevan KordicC

e Dokazuje geometrijske teoreme na intuitivan, geometrijski
nacin

e Dokazi su predstavljeni u formi prirodnog jezika

e Nova forma zasnivanja geometrije i nova Kklasifikacija ge-
ometrijskih aksioma
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AKsiomatika euklidske geometrije u sistemu EUKLID

e Osnovni simboli: logicki simboli, promenljive, konstante

e Predikati (primitivni i definisani):

Predikat Citamo

S(a) a je tacka

L(b) b je prava

P(c) c je ravan

a=2> a je identiCho sa b
Z(a,b) a je incidentno b
B(a,b,c) b se nalazi izmedu a i c
C(a,b,c,d) (a,b) se poklapa (¢, d)
(a,b) = (¢,d) | (a,b) se poklapa (c,d)

colin(a, b, c)
copl(a, b, c,d)

intersect(a, b)

a, b i c su kolinearne
a, b, ¢cidsu koplanarne
a |l b se seku
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AKsiomatika euklidske geometrije u sistemu EUKLID

e Ostali tipovi geometrijskih objekata (duz, trougao, krug, un-
utrasnjost kruga, itd.) mogu biti uvedeni pomocu definicija

e [0 bidovelo do uveCanog segmenta " tradicionalne” geometrije
koja moze biti pokrivena ovom teorijom

e Razlozi za ovo:

— Na ovaj nacin, bez koris€¢enja teorije skupova, mozemo
pokriti veliki deo uobiCajenih geometrijskin komponenti

— Mozemo obezbediti koja svojstva Zelimo odredeni objekti
da imaju

— Aksiomatski sistem izgraden na ovaj nacin bi jos uvek
oCuvao nezavisnost aksioma
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Tipovi aksioma

e Aksiome zasnovanosti (uvodenje tipova geometrijskih objekata
i opsega osnovnih relacija)

e Aksiome jednakosti

e Neproduktivhe aksiome
e GranajucCe aksiome

e Produktivne aksiome

e Jako produktivhe aksiome
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AKsiome zasnovanosti

Ve((S(x) AN =L(x) A =P(x)) V (=S(x) AN L(x) AN =P(x)) V (=S(x) A
—L(z) NP(z)))

VaVy(—(S(@) AS(y)) A~ (L(2) AL(Y)) A=(P(z) AP(y)) = ~(z =y))
VaVy(—(S(z) AL(Yy)) A=(S(@) AP(y)) A—(L(x) AP(y)) = ~Z(x,y))
VaVyVz(=S(x) V =S(y) VvV =S(z) = -B(x,y, z))

VaVyVzVu(=S(x) V =S(y) V =-S(2) V =S(u) = —(z,y) = (z,u))
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AKksiome jednakosti 1 saglasnosti

Ve (zx = x)
VeVy(x =y =y =1x)
VeiVas .. VepVy (x; =y AN P(x1,29,...,24,...,%n)

= dP(x1,22,...,Y,...,Tn))
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Neproduktivne i granajuce aksiome

1. Neproduktivne

Ako je taCka A incidentna pravoj p, i prava p incidentna ravni
¢, onda je taCka A incidentna ravni ¢

2. Granajuce

Za svake tri taCke koje se nalaze na jednoj pravi uvek postoji
tacno jedna od njih koja se nalazi izmedu druge dve.
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Produktivne i jako produktivne aksiome

1. Produktivne

Ako za dve razliCite ravni postoji jedna taCka koja im je in-
cidentna onda postoji najmanje josS jedna taCka koja im je
incidentna

2. Jako produktivne

Postoje Cetiri razliCite nekoplanarne tacke
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Klasifikacija 1 struktura aksioma

Sve aksiome (osnovne i izvedene), teoreme i definicije, pokrivene
EUKLID-om imaju jednu od sledecCih formi:

VaeiVeo ... Vepdyr1Iys ... Jym(P(x1, 20, ..., 20) = (1)

\U(CU]_,ZUQ,...,CUn,y]_,QQ,...,ym)) (namz 1)

VriVas .. Vendy1Jys ... Jym (P (21, 29, ..., 20) = (2)
\U]_(ZU]_, LDy .oy Ty Y1, Y2, 7ym) Vv \UQ(ZU]_, L2y .oy Ty, Y1, Y2, 7ym) V...

LV V(z1,22,...Tn, Y1, Y2, - Ym)) (n,m > 1)
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Klasifikacija 1 struktura aksioma

VriVzor ... Vep(P(x1, 20, ....,20) = V(x1,22,...,21,)) (n>1) (3)

Jy13yo ... Iym (W (Y1, 92, ..., ym)) (m > 1) (4)

gde su &, Vi W, literali nad nekim od promenljivin x4, x>, ..., xn,
odnosno y1,y2, ..., Ym
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Algoritam izvodenja dokaza u dokazivaCu EUKLID

e Aksiomatski sistem je baza algoritma

e Algoritam je nezavisan od konkretne kompjuterske imple-
mentacije

e Algoritam pokriva jednu klasu teorema
e Generisani dokazi odgovaraju tradicionalnim dokazima

e U osnovnoj verziji, dedukcija dokaza je usmerena klasifikaci-
jom aksioma i njihovim redosledom unutar grupa

e Puno prostora za heuristike
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Algoritam izvodenja dokaza u dokazivaCu EUKLID

e Dopustivi objekti - pojam izveden iz principa graniCnika koji
se koristi u dokazivacu.

e Na pocCetku izvodenja dokaza, skup dopustivih objekata je
prazan i tokom izvodenja dokaza taj skup se proSiruje pod
kontrolom graniCnika koji onemogucava pojavljivanje “beskonacnih
grana” u dokazu

e [Tokom izvodenja dokaza proSiruje se, sukcesivhom primenom
aksioma, prostor znanja koji sadrzi Cinjenice o objektima Cija
je egzistencija utvrdena
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Algoritam izvodenja dokaza u dokazivaCu EUKLID

e Algoritam je parcijalno zasnovan na “metodi iscrpljivanja’ .
Da bi se maksimalno ograniCilo uvodenje novih geometrijskih
objekata i Cinjenica nepotrebnih za dokaz i da bi se povecala
efikasnost, aksiome su podeljene u grupe i poredane u okviru
svake od njih

e Dobijeni dokazi mogu biti (automatski) optimizovani, tako
da ne sadrze nepotrebne korake

e Metod koris€en u EUKLID-u je “forward chaining” i povezan
je sa Herbrand-ovom teoremom. Nije mnogo efikasan ali
omogucava automatsko izvodenje velikog broja dokaza koji
se trenutno izvode rucno
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Program EUKLID

e PROLOG verzija

e C verzija

e C+4++4 verzija
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Program EUKLID - C verzija

e Baza znanja je predstavljena kao skup nizova (po jedan niz
za pozitivnu i jedan za negativnu formu predikata).

e Relacije ne sadrze informaciju o tipu objekta.

Na primer: I(1,2) i S(1) i L(2)
e Jedan brojacC za sve elementarne objekte (tacke, praveiravni).
e Za svaki niz, indeks poslednje dodate Cinjenice se Cuva (LIFO

lista).
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Program EUKLID - C verzija

e StatiCka organizacija podataka (prednost nad dinamiCkom
zbog brzine jednostavnih operacija: dodavanje novih Cinjenica
i brisanje poslednje dodate).

e Aksiome su predstavljene pomocu funkcija (unutar kojih se
dodaju nove Cinjenice u bazu znanja i izlaz koraka izvodenja
u formi prirodnog jezika).

e Aksiome su hard-kodirane. Ne mozemo dodavati nove leme
| teoreme u sistem.
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Jedna od aksioma u C verziji dokazivaCa EUKLID

e If 2 point A lies on a line p, and line p lies on a plane a than
point A lies on a plane «

e int ax_n10() { int i1,i2; int x,y,z;

for(i1=1;i1<=INC[0] .index;il++) {
x=INC[il] .argl; y=INC[il].arg2;
for(i2=1;i2<=INC[0] .index;i2++)
if (INC[i2].argl==y)
{
z=INC[i2] .arg2;
if ('inc(x,z))
{
add_inc(x,z);
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sprintf (OUT, "Ako tacka %i pripada pravoj %i i ",x,y);
sprintf (OUT, "prava %i pripada ravni %i, ",y,z);
sprintf (OUT, "onda tacka %i pripada ravni %i",x,z);
output (DEPTH, OUT) ;

return 1;

}
} return O; }



Format ulaznog fajla

Ako su p i g dve razliCite prave koje se seku onda postoji ravan
koja ih sadrzi:

premise line(1l) line(2) not_identical(1,2) intersect(1,2)

theorem plane(-1) incident(1, -1) incident(2, -1)
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Program EUKLID - C+ -4 verzija

e Baza znanja:

— Tacke, prave i ravni su predstavljene razliCitim brojaCima.

— Relacije sadrze informacije o tipovima objekata na koje se
odnose. Visestruke relacije incidencije, jednakosti, itd.

Primer: I1(1,2) znaCi da je 1 tacka, a 2 prava

e Sada ne moramo da proveravamo da li je objekat u bazi,
dovoljno je da proverimo da li je njegov broj manji ili jednak
od brojaCa za taj tip objekta.

e Svojstva objekata se ne Cuvaju na isti nacin kao ranije. Cuvamo
samo hash-eve svojstava (s obzirom da su nam jedine dve op-
eracije provera svojstva i ubacivanje novog svojstva).
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Program EUKLID - C+ -4 verzija

e Aksiome i teoreme su interpretirane na isti nacin:

class Statement{

vector<Property> _from; // premise
vector<Property> _have; // zakljucak
Statement* _by; // tvrdjenje koje je primenjeno

e Jednom dokazano tvrdenje mozZzemo ubaciti u bazu znanja i
koristiti ga kao aksiomu.
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Program EUKLID - C+ -4 verzija
e Ideje:

— TacCke, prave i ravni mogu biti prestavljene kao relacije
takode

— Relacijama moze biti dozvoljeno da unifikuju objekte (iz
razloga Sto su u njima sadrzane sve informacije potrebne
za unifikaciju)

— Promena redosleda premisa u teoremama
Primer:

Umesto uobiCajenog redosleda premisa:
L(1) |l 8(1) S(2) Diff(1,2) I1(1,1) I1(2,1)

Mmozemo prerasporediti premise tako da se relacije nalaze
neposredno nakon elementarnih objekata koje opisuju:

L(1) || sS(1) I1(1,1) S(2) Diff(1,2) I1(2,1)

42



Program EUKLID - C-

—- verzija

Izlaz iz programa:

e Prirodni jezik

e Isabelle/Isar

e COQ
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