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Uvod Potpuni skupovi veznika
Ranija razmatranja
Osnovni pojmovi

Neformalna definicija i primeri.

@ Potpunost — izrazivost svih iskaznih formula
@ Primeri potpunih skupova veznika

{_‘a\/v/\}’ {_'a\/}i {_'7/\}:
{1 {1}
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Uvod Potpuni skupovi veznika
Ranija razmatranja
Osnovni pojmovi

Post-ova karakterizacija potpunosti.

@ 1941. — Potrebni i dovoljni uslovi za potpunost proizvoljnih
skupova veznika.

@ Pet uslova pred-potpunosti (precompleteness).

@ Proizvoljan skup veznika C je potpun ukoliko za svaki od
uslova pred-potpunosti postoji veznik iz skupa C koji taj
uslov ne zadovoljava.
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Uvod Potpuni skupovi veznika
Ranija razmatranja
Osnovni pojmovi

Sintaksa i terminologija.

@ F —skup veznika proizvoljne arnosti.

@ Fm(F) — skup svih iskaznih formula nad F, uz prebrojiv
skup iskaznih slova S = {ps|n < w}

@ Q —skup svih valuacija nad iskaznim slovima iz skupa S
@ v(A), Ac Fm(F), v € Q — vrednost formule A pri valuaciji v
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Uvod Potpuni skupovi veznika
Ranija razmatranja
Osnovni pojmovi

Sintaksa i terminologija.

@ Zadavanje veznika preko istinitosnih tablica:

Pi | P2 |- | Poot1|Pnl| @(P1, -, Pn)
ojlo|...] 0 |oO to
a1 |2 | ... | p—q | Opn ta
111 1 |1 ton_1

t, — vrednost formule ¢(py, ..., pn) za datu valuaciju v € Q
a — broj Cija se binarna reprezentacija sastoji od cifara

V(p1) :a17"‘7v(pn) = Qp.
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Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Formulacija dovoljnog uslova potpunosti.

Lema 1 (Dovoljan uslov potpunosti)

Ukoliko n-arni veznik p ispunjava uslove
@ [p=1;
@ bn_4=0;
@ postoji bar jedno x, 0 < x < 2", takvo da su vrednosti ty i
bon_1_x jednake;
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Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Formulacija dovoljnog uslova potpunosti.

Lema 1 (Dovoljan uslov potpunosti)

Ukoliko n-arni veznik p ispunjava uslove
@ [p=1;
@ bn_4=0;
@ postoji bar jedno x, 0 < x < 2", takvo da su vrednosti ty i
bon_1_x jednake;

tada skup {p} Cini potpun jednoclan skup veznika.
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Teorema o karakterizaciji

Dovoljan uslov potpunosti

Neophodan uslov potpunosti

Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Dokaz teoreme o dovoljnom uslovu potpunosti.

Neka je dato x, 0 < x < 2", takvo da je ty = ton_1_x. Kod
brojeva x i 2" — 1 — x su sve binarne cifre komplementarne, pa

istinitosna tablica veznika p(py, . .., pn) ima oblik:
P P2 Pn—1 Pn || p(P1,---,Pn)
0 0 0 0 fo
X1 Xo Xn—1 Xn tx
1-— Xq 1-— Xo 1-— Xn—1 1-— Xn t2n717x
1 1 1 1 fon_4

Maksimovi¢, Janici¢
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Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Dokaz teoreme o dovoljnom uslovu potpunosti.

DefiniSimo binarni veznik = na sledeci nacin:
7(P1,P2) = p(A1, ..., An), gde je

L P1, ifX,'ZO,
AI_{ P2, ifX;:1.
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Dovoljan uslov potpunosti
Neophodan uslov potpunosti

Teorema o karakterizaciji
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Dokaz teoreme o dovoljnom uslovu potpunosti.

DefiniSimo binarni veznik = na sledeci nacin:
7(P1,P2) = p(A1, ..., An), gde je

L P1, if Xj = 07
AI_{pg, ifX;:1.
Tada istinitosna tablica veznika 7 ima oblik:

pi p2|| A | A || A | 7m(p1,p2) = p(As,..., An)

0|0 0 0 0 fo
0|1 Xq Xo Xn Iy
110 ([1—x|1—Xx 1—Xp bon_q_yx
11 1 1 1 fon_1

Mathematical Logic Quarterly, 2006.
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Dokaz teoreme o dovoljnom uslovu potpunosti.

Prema pretpostavkama, imamo daje fp =1, ton_4y = 0.




Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Dokaz teoreme o dovoljnom uslovu potpunosti.

Prema pretpostavkama, imamo daje fp =1, ton_4y = 0.

Neka je b =bn_1_x =1.
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Dokaz teoreme o dovoljnom uslovu potpunosti.

Prema pretpostavkama, imamo daje fp =1, ton_4y = 0.
pi | P2 || T(p1, p2)

0|0
Nekaje ty = ton_1_y=1. Tadajer= 0 | 1
110
1] 1
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Dokaz teoreme o dovoljnom uslovu potpunosti.

Prema pretpostavkama, imamo daje fp =1, ton_4y = 0.
pi | P2 || T(p1, p2)
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Neka je by =bn_1_x =0.
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Dokaz teoreme o dovoljnom uslovu potpunosti.

Prema pretpostavkama, imamo daje fp =1, ton_4y = 0.

Pi | P2 || T(P1,P2)
0|0 1
Nekaje ty =ton_1_x=1. Tadajer= 0 | 1 1 =1
110 1
1|1 0
pi | P2 || T(P1,P2)
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Dovoljan uslov potpunosti

Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Dokaz teoreme o dovoljnom uslovu potpunosti.

Prema pretpostavkama, imamo daje fp =1, ton_4y = 0.
p2 || T(p1, p2)

P
0|0 1
Nekaje ty = ton_1_y=1. Tadajer= 0 | 1 1 =1
110 1
11 0
pi | P2 || T(P1,P2)
0|0 1
Nekaje ty = bbn_1_x =0. Tadajer= 0 | 1 0 = |
110 0
11 0
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Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Jedna pomocna lema

Lema 2 (Lema o prezapisivanju)

Neka je {p} potpun jednoclani skup veznika, Ciji je element
n-arni veznik p, i neka ne postoji nijedno x, 0 < x < 2", takvo
da su vrednosti ty i ton_1_y jednake.

Tada je formula p(Ays, . .., Ap), gde A; € {p1, P2, =P1, P2},
ekvivalentna jednoj od sledecih formula: py, —p1, po, —po.




Dovoljan uslov potpunosti

Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Dokaz leme o prezapisivanju

Istinitosna tablica veznika p(Ayq, ..., An), gde
Ai € {p1, P2, ~p1, P2} ima oblik:

P1\P2 ﬁP1 _‘p2HA1‘A2‘-~‘An p(A1,...,An)

0 aq |las | ... |ap L,
0 1 1 0 Bi| B2 |... | Bn ts
110 0 1 Yi v |- | ty
11 0 0 01 | b2 | ... | dp t5
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Dovoljan uslov potpunosti

Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Dokaz leme o prezapisivanju

Istinitosna tablica veznika p(Ayq, ..., An), gde
Ai € {p1, P2, ~p1, P2} ima oblik:

P1\P2 ﬁP1 ﬁPzHAﬂAz\--- | An || p(A1, ..., An)
0 aq |las | ... |ap L,
0 1 1 0 Byl B2l ... | Bn ts
110 0 1 Yi v |- | ty
11 0 0 01| 02 | ... | On ts

Zasvako A;, imamo §; =1 — o, vi=1— 3,
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Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Dokaz leme o prezapisivanju

Istinitosna tablica veznika p(Ayq, ..., An), gde
Ai € {p1, P2, ~p1, P2} ima oblik:

pi | P2 ﬁP1 ﬁpz LA | Ao |- [ An | p(Ar,..., An)
0 o Qo | ... Qn ta
0 1 1 0 Bi| Ba| .. | bBn fs
11000 | 1 % %] | b
11110 0 |4 |6 On fs

Zasvako A;,imamo é; =1 —«aj, vi =1 — 3,
odakleimamod=2"—-1—-a,v=2"-1-3,
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Dovoljan uslov potpunosti

Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Dokaz leme o prezapisivanju

Istinitosna tablica veznika p(Ayq, ..., An), gde
Ai € {p1, P2, ~p1, P2} ima oblik:

p1 | P2 ﬁP1 ﬁpz LA A ‘ An || p(Ar; -, An)
0 aq | Qo (677} lo
0 1 1 0 B1 | B2 Bn i
11010 | 1 Iy Yn t,
1|1 0 0 01 | b on s

Za svako A;, imamo §; =1 — aj, v = 1 — i,
odakleimamod=2"—-1—-a,v=2"-1-3,
ikonactno, fs=1—1t,, t, =1—13
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Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
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Dokaz leme o prezapisivanju

Dokaz leme dobijamo razmatranjem sledeca Cetiri slucaja:

Mathematical Logic Quarterly, 2006.



Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Dokaz leme o prezapisivanju

Dokaz leme dobijamo razmatranjem sledeca Cetiri slucaja:

Q {t.=0,t;=0} = {t, =15 =1}, i p(A1,..., An) = 1.
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Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
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Dokaz leme o prezapisivanju

Dokaz leme dobijamo razmatranjem sledeca Cetiri slucaja:

Q {tn=0,t3=0} = {t, =1,ts =1}, i p(A1,...,An) = p1.
e {tazo,tgz1}=>{t7:07t5:1},ip(A1,...,An)Ep2.
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Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Dokaz leme o prezapisivanju

Dokaz leme dobijamo razmatranjem sledeca Cetiri slucaja:

(") {ta:O,tﬁ:O}:{t,y:17t5:1},|p(A1"An)Ep1
Q {t.=0ts=1} = {t, =0,ts =1},i p(As,...,An) = P2.
Q {t.=1.t=0} = {t, =1, =0}, i p(A1,..., Ap) = —p2.
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Dokaz leme o prezapisivanju

Dokaz leme dobijamo razmatranjem sledeca Cetiri slucaja:

0{ta:O,t5:0}:>{t7:17t5:1},ip( )
Q@ {t.=0,t3=1}={t, =0,t; =1}, i p(As,.. )
Q {t.=1.t=0}={t, =1,t5=0} i p(A1,...,An) = po.
Q {t.=1.ts=1}={t, =0,t; =0}, i p( )

>
>
>
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Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Formulacija neophodnog uslova potpunosti.

Lema 3 (Neophodan uslov potpunosti)

Ukoliko {p} cini potpun jednoclan sistem veznika, gde je p
n-arni veznik, tada su ispunjeni sledeci uslovi:
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Formulacija neophodnog uslova potpunosti.

Lema 3 (Neophodan uslov potpunosti)

Ukoliko {p} cini potpun jednoclan sistem veznika, gde je p
n-arni veznik, tada su ispunjeni sledeci uslovi:

@ th=1;

Mathematical Logic Quarterly, 2006.



Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Formulacija neophodnog uslova potpunosti.

Lema 3 (Neophodan uslov potpunosti)

Ukoliko {p} cini potpun jednoclan sistem veznika, gde je p
n-arni veznik, tada su ispunjeni sledeci uslovi:

@ th=1;
@ fon_ 1 =0;
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Formulacija neophodnog uslova potpunosti.

Lema 3 (Neophodan uslov potpunosti)

Ukoliko {p} cini potpun jednoclan sistem veznika, gde je p
n-arni veznik, tada su ispunjeni sledeci uslovi:

@ th=1;

@ bn_1=0;

@ postoji bar jedno x, 0 < x < 2", takvo da su vrednosti ty i
bon_1_x jednake.
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Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Dokaz teoreme o neophodnom uslovu potpunosti.

Ukoliko bi vazilo {y = 0 ili .y = 1, tada negacija ne bi mogla
da se izrazi preko {p}. Dakle, mora vaziti ty = 11ifn_¢ = 0.

Neka ne postoji x, 0 < x < 2", takvo da vazi da su vrednosti
Iy i ton_q1_x jednake. Tada, na osnovu Leme o prezapisivanju,
imamo da je formula p(As, ..., An), gde A; € {p1, P2, ~P1, P2},
ekvivalentna sa py, —p1, po, ili = p-.

Na osnovu prethodnog, preko p nije moguce izraziti, npr.,
veznik T, pa {p} ne moze Ciniti potpun jednoclan skup veznika,
odakle dobijamo tvrdjenje leme.
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Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
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Teorema o karakterizaciji

Teorema 1 (Teorema o karakterizaciji)

Za dati veznik p, skup {p} Cini potpun jednoclan skup veznika
ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:
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Teorema o karakterizaciji

Teorema 1 (Teorema o karakterizaciji)

Za dati veznik p, skup {p} Cini potpun jednoclan skup veznika
ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

@ th=1;
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Teorema o karakterizaciji

Teorema 1 (Teorema o karakterizaciji)

Za dati veznik p, skup {p} Cini potpun jednoclan skup veznika
ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

@ th=1;
@ fon_ 4 =0;
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Teorema o karakterizaciji

Teorema 1 (Teorema o karakterizaciji)

Za dati veznik p, skup {p} Cini potpun jednoclan skup veznika
ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

@ th=1;

@ fon_ 4 =0;

@ postoji bar jedno x, 0 < x < 2", takvo da su vrednosti ty i
bon_1_x jednake.




Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Obrojavanije potpunih jednoclanih skupova veznika

Teorema 2 (Teorema o obrojavanju)

Za dati prirodan broj n, postoji taéno 22"-2 — 22" =1 potpunih
jednoclanih skupova veznika arnosti n.
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Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
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Obrojavanije potpunih jednoclanih skupova veznika

Teorema 2 (Teorema o obrojavanju)

Za dati prirodan broj n, postoji taéno 22"-2 — 22" =1 potpunih
jednoclanih skupova veznika arnosti n.

22"




Dovoljan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji Neophodan uslov potpunosti
Teorema o karakterizaciji i obrojavanje

Obrojavanije potpunih jednoclanih skupova veznika
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pi | P2 | p3 | if-then-else(py, p2, p3)
olo|o0 th=0

0|01 t =1 —
ol1]0 =0

011 ty =1

110]0 th=0

110 1 ts=0

1]1]0 ts =1 —
1111 tr =1

Maksimovic, Mathematical Logic Quarterly, 2006.
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1101 I5=1
1110 g =1
1111 =0 —

Maksimovi¢, Janici¢ Mathematical Logic Quarterly, 2006.
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3 F.J. Pelletier, N.M. Martin
Post’s functional completeness theorem.
Notre Dame Journal Of Formal Logic, 31:462-475, 1990.

Maksimovi¢, Janici¢ Mathematical Logic Quarterly, 2006.
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