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Prezapisivanje termova

Termi

@ Termi se grade od konstanti, promenljivih i funkcionalnih
simbola na sledeéi nadin:
i) konstante su termi
ii) promenljive su termi
iii) ako je f n-aran funkcionalan simbol i
ti,...,t, termi onda jei f(t1,...,t,) term

e Primer: =+ s(y)
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Prezapisivanje termova

Sistem za prezapisivanje termova

@ Pravila oblika a — b, pri ¢emu su a i b termovi i a nije
promenljiva i Var(b) C Var(a) nazivaju se pravila za
prezapisivanje termova

@ Primer: x40 — x

@ Skup ovakvih pravila naziva se sistem za prezapisivanje
termova

@ Za sistem za prezapisivanje termova vaZzno je da bude:
terminirajuc i konfluentan
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Prezapisivanje termova

Terminirajuc sistem

o Da li uvek vazi da posle primene kona&no mnogo pravila
dobijamo izraz na koji se ni jedno pravilo ne moZe primeniti?

@ lzraz na koji se ni jedno pravilo ne moZe primeniti naziva se
normalna forma

@ Primer neterminirajuceg pravila: v +v — v+ u

@ Sistem za prezapisivanje termova R je terminirajuci akko
postoji poredak < tako da za svakol —r € Rvazir <1
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Prezapisivanje termova

Konfluentan sistem

o Neka je dat sistem za prezapisivanje termova R i term ¢
o Neka razli¢itom primenom pravila iz R na ¢t moZemo dobiti
terme t1 i ty

@ Da li postoji term s takav da ga moZemo dobiti i primenom
pravila iz R na t1 i primenom pravila iz R na 27

o Tj. ako t1 &t 5ty da li uvek postoji s takvo da t; B s &ty
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Ideal polinoma

Problem pripadnosti idealu

o K[Xj,...,X,] - oznatavamo prsten polinoma sa n
promenljivih, pri é&emu su promenljive polinoma X1,...,X,, a
koeficijenti polinoma su u K

e lIdeal nad prstenom K[X1,...,X,] je neprazan skup
J C K[Xy,...,X,] takav da vazi:

i) ako f,ge Jonda f+geJ
ii)ako fe Jige K[Xy,...,X,]
onda f-geJ

o ldeal generisan sa fi,..., fr € K[X1,...,Xy] je skup

< flv"' 7fn >= {flgl++fk.gk’gl7 -9k € K[Xh 7Xn]}
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Ideal polinoma

Problem pripadnosti idealu

Problem

Ako vazi f, f1,..., fr € K[X1,...,X}]
Treba proveriti da li vazi: f €< fi,..., fx >

@ Problem pripadnosti idealu J =< f1,..., f,, > je odludiv ako i
samo ako je kongruencija nad idealom J - =; odludiva
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Ideal polinoma

Uredenje nad polinomima

o Potrebno je uvesti uredenje

o Totalno uredenje: Neka su mq, mo, m monomi. Uvodimo
uredenje < za koje vaZi
i) my|ma povla&i m; < mo
i) mp < mg povla&i m-mj; < m-mo

@ Ovo uredenje je dobro definisano
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Ideal polinoma

Relacija redukcije nad polinomima

o Neka je f € K[Xy,...,X,]

o Najvedi monom u f (prema uredenju <) ozna¢imo sa H(f)

f indukuje relaciju redukcije nad polinomima: g —¢ ¢’ akko

i) g sadrZi monom m sa koeficijentom a # 0

ii) postoji monom m’ takav da m = H(f) - m/

i)g =g—am’-f
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Ideal polinoma

Primer

o f=uatwy—a?
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Ideal polinoma

Primer

o f=uatwy—a?

o H(f)=aix
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Ideal polinoma

Primer

o f=uatwy—a?

o H(f)=aix

o g =aix}
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Ideal polinoma

Primer

o f=uatwy—a?

° H(f):x%:@

° g =i}

. _ 2 2,.2 2 _ 2
0o g—rg: g =g—x f =2} 232} — 101} = —x923
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Ideal polinoma

Primer

° f:x%acg—x%

° H(f):x%:@

° g =i}

0 g—rgi g =g—x f=0a%}— 232} — 202} = —x02?
o g —pg" g =g + [ = w1} +afrs —af = —a3
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Ideal polinoma

Veza izmedu relacije redukcije i kongruencije nad
idealnom

o F:{fl,,fn}

k
o=
=1

Ako je F'={f1,..., fn} kona&an skup polinoma i
J =< fi,...,fn >, onda

_ *
=J=%F
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Ideal polinoma

Veza relacije redukcije i problema pripadnosti idealu

@ Podsetnik: Problem pripadnosti idealu J =< f1,..., f, > je
odludiv ako i samo ako je kongruencija nad idealom J - =;
odludiva

Ako je F'={f1,..., fn} kona&an skup polinoma i

J=<f1,.., fn >
Ako je —r konfluentno i terminiraju¢e onda je =; odludivo.

@ Ako je F konacan skup polinoma onda je — terminirajuca
redukciona relacija

@ Treba ispitati da li je — ¢ konfluentno
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Grebnerove baze

Grebnerova baza

Neka je G = {fi1,..., fr} kona&an skup polinoma. G je
Grebnerova baza ideala J =< fi,..., fx > ako i samo ako je —¢
konfluentno.

o Neka je G ={f1,..., fr} Grebnerova baza ideala
J=<fr,.oo, fx >
@ Problem da li f € .J se svodi na ispitivanje da li f =55 0
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Grebnerove baze

S-polinom

o Neka je dat konagan skup polinoma G = {f1,..., fm}.
@ Kako od njega konstruisati Grebnerovu bazu?
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Grebnerove baze

S-polinom

o Neka je dat konagan skup polinoma G = {f1,..., fm}.
@ Kako od njega konstruisati Grebnerovu bazu?

o Koristicemo S-polinome

S-polinom nad polinomima f; i f;, u oznaci S(f;, f;) konstruisemo
na slede¢i nadin:

i) neka je m = NZS(H(f;), H(f;))

i) m=m; - H(f;)

i) m = my; - H(f;)

iv) S(fi, fj) = mi - fi —mj - f;
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Grebnerove baze

Primer

° fzmlac%—xl
@ g=2x1— T2

° S(f,g):f—x%-g:xlx%—xl—:vgxl—m%:—1:1—:63
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Grebnerove baze

Primer

° f:xlac%—xl

@ =21 — X9

o S(f.9) Zf—iE%‘ngUlfB%—l‘l—iﬂ%xl—iE% =1 —ffg

@ Ukoliko su vodeéi monomi dva polinoma uzajamno prosta
tada za dobijeni S-polinom vaZi S Sy, 1.} 0
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Buhbergerov algoritam

Konstrukcija Grebnerove baze nad datim skupom
polinoma - Buhbergerov algoritam

o Neka je dat konacan skup polinoma G = {f1,..., fm}

@ Za svaka dva polinoma iz G ciji vode¢i monomi nisu uzajamno
prosti odredimo S-polinom

@ Ove S polinome dodamo u G
@ Postupak ponovimo za novododate polinome u G

@ Postupak se zavrSava kada ne postoje novi polinomi koje
mozemo dodati
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Buhbergerov algoritam

Primer

02(x2,y1) 1,y1)

pl p1
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Buhbergerov algoritam

Primer

p2

Ofx1, y1)

e A(0, 0), B(0, c), C(a, b)
® O1(x1,y1) = p1 Np2
°op1=11—3

°p2:c; y1+52—6+a
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Buhbergerov algoritam

Primer

02(x2, y3

p1'

e A(0, 0), B(0, c), C(a, b)
o Oy(xa,y2) =Py Nps3
o Py =wx2—5

O p3=jratyr— 35— g
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Buhbergerov algoritam

Primer

02(x2,y1] 1,v1)

Pl | pq

o A(0, 0), B(0, c), C(a, b)
e O1(z1,y1) = Oa(x2,y2)

C
@ pP1L=21—3

_ b272 2
@ P2 = cbaxl Y1 ;b ¢
/ C
Opl—.%' )
2

b
o p3=fr2aty2—35— G
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Buhbergerov algoritam

Primer

o Neka je G = {
°p1=9€1—§,
°p2: b xl_yl"i'w?
p/1:x2_§a

® p3 = 3T2+ Y2 — gb}
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Buhbergerov algoritam

@ Problem Oq(z1,y1) = O2(x2,y2) se svodi na:
) g1 =21 — 22 5 0
II) go = Y1 — Y2 =g 0
pri Cemu je G’ Grebnerova baza nad skupom polinoma G
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Buhbergerov algoritam

Primer

o Odredujemo S-polinome
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Buhbergerov algoritam

Primer

o Odredujemo S-polinome

—a

o S1=<pLp2>=p2— Gt p1=-y1+3



Prezapisivanje termova i Grebnerove baze

Buhbergerov algoritam

Primer

o Odredujemo S-polinome

° S1=<p1ap2>:p2—cza'p1=—y1+é+ﬁ—@

2 2b 2b
b 2
° Sy=<plps>=p3—§-Pi=y2—35— 5+ 5
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Buhbergerov algoritam

Primer

e Novodobijeni sistem: G’ = {p1, p2, ps, P}, S1, 52} =

{ﬂjl—%,
2__
c y1+b c+a’
b 2
g$2+y2—§—27,7
.’EQ—%,

b a2 ac
_y1+7+7b_77
b a2 ac
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Buhbergerov algoritam

Primer

o Pokazujemo da g1 = =1 — 22 i>G/ 0
® g1 —p gi
°© gy =g1—p1=—T2+
° gy =y gf

[\Slle}

° g =g +p)=—a2+ 5+ 12—

[Slfe
[\Sl[e}
I
=)
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Buhbergerov algoritam

Primer

o Pokazujemo da g = 41 — y2 — 0
° g2 =5 b
S gh=gp—Si=-pti+ty %
° gh =5, G

2 2
oG =ght o=t it G K- —%=0
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Zakljulci

Zakljulci

o Postoji veza izmedu sistema za prezapisivanje i
Buhbergerovog algoritma

@ Primena Grebnerovih baza:
i) Algebra (monomi, ideali, polinomi, refavanje
sistema linearnih jednatina)
ii) Geometrija
iii) Kriptografija
iv) Grafovski problemi (bojenje grafova)
v) Celobrojno programiranje
vi) ...
@ Grebnerove baze mogu se koristiti za probleme kao $to je
automatko dokazivanje
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